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PREFACIO 


Este libro, orientado hacia los alumnos de los grados 
superiores, los profesores de Matemática y los estudiantes 
de las facultades de Física y Matemática de los Institutos 
pedagógicos, tiene puntos de contacto con el libro «Método 
de inducción matemática» de I. S. Sominski (Editorial 
MIR, 1975) y puede ser considerado como su continuación; 
sorá de interés especial para los que conocen ya el libro de 
T. S. Sominski. 

Contiene 38 ejemplos seguidos de solución detallada 
y 43 problemas acompañados de breves indicaciones. Está 
dedicado a diversas aplicaciones del método de inducción 
matemática para la solución de problemas geométricos. 
A nuestro parecer, lo más importante en él son los distintos 
aspectos del método de inducción matemática; algunos (no 
todos, por supuesto) ejemplos y problemas pueden también 
ropresentar interés por sí mismos. 

El libro se basa en dos conferencias que J. M. Yaglóm 
dictó para un grupo de escolares, miembros del círculo 
matemático anexo a la Universidad Lomonósov de Moscú. 


L. 1. Goloviná 
I. M. Yaglóm 


INTRODUCCIÓN: 
¿EN QUÉ CONSISTE 
EL MÉTODO DE INDUCCIÓN 
MATEMÁTICA? 


Se denomina inducción todo razonamiento que comprende 
el paso de proposiciones particulares a genarales con la 
particularidad de que-la validez de las últimas se deduce 
de la validez de las primeras. El método de inducción mate- 
mática es un método especial de demostración matemática 
que permite, a base de observaciones particulares, juzgar 
de las regularidades generales correspondientes. Para elu- 
cidar su idea conviene recurrir a ejemplos. Por eso, comen- 
zaremos considerando el ejemplo siguiente. 

Ejemplo 1. Determínese la suma de los n primeres núme- 
ros impares 


143454... + (Qr—1). 


SOLUCION. Representando esta suma por S (n), tomemos 
n=1,2, 3, 4 y 5; tendremos: 


S(1)=1, 

SQ)=1+3=4, 
S(B)=1+3+5=9, 
S(M=1t+3+5+7=16 y 
S6)=1+3+5+4+7+9=2. 


Como vemos, para n = 1,2,3;4 y 5 la suma de n números 
impares sucesivos es igual a n?. ¿Podemos sacar de aquí 
inmediatamente la conclusión de que esto tiene lugar para 
todo n? No, pues semejante conclusión «por analogía» 
puede resultar a veces errónea. Veamos algunos ejemplos. 

Consideremos los números de tipo 2?” + 1. Para n.=0, 
1, 2, 3 y 4 los números 22% + 1=3,22% 4 4 =5, 2% 4 
e 1 =17, 2% 44 =257 y 2* 4 4 = 65 537 son primos. 
P. Format, ilustre matemático frarcés del siglo XVII, 
aceptaba quo todos los números de ese tipo son primos. 
Sin embargo, L. Euler eminente sabio y académico de San 
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Petersburgo, encontró, en el siglo XVvIH que 
2% .4. 1 =4 294 967 297= 641-6700 447 


es un número compuesto. 

He aquí otro ejemplo del mismo género. G. W. Leibniz, 
famoso matemático alemán del siglo XVII y uno de los 
fundadores do las «Matemáticas superiores», demostró que, 
cualquiera que sea el entero positivo n, el número n* — n 
es divisible por 3, el número nó — n es divisible por 5 y el 
número n? — n es divisible por 7%). De aquí supuso que 
para todo k impar y cualquier natural n el número n* — n 
es divisible por k; pero pronto observó que 2% — 2 = 510 
no es divisible por 9. 

Un error del mismo carácter cometió D. A. Grave, cono- 
cido matemático soviético, al suponer que para todo primo p 
el número 27-! ..- 4 no es divisible por p*, El cálculo directo 
confirmaba esta hipótesis para todos los números p menores 
que mil. Sin embargo, pronto se comprobó que 210% 4 
es divisible por 1093% (1093 es un número primo); o sea, 
la hipótesis de Grave resultó errónea. 

Veamos otro ejemplo muy instructivo. Sustituyendo n 
en la expresión 991n* + 1 por los números enteros sucesivos 
1,2,3,..., jamás obtendremos el cuadrado de un número 
por muchos días o incluso años que dediquemos a ello, 
Sin embargo, sería erróneo deducir de aquí que ningún 
número de este tipo. es un cuadrado pues, en realidad, entre 
los números de tipo 9911? +4 también hay cuadrados; 
pero es muy grande el valor mínimo de n para el cual es un 
cuadrado el número 991 n? + 4. He aquí este número 


n = 12055 735 790 331 359 447 442 538 767, 


Todos estos ejemplos deben prevenir al lector contra 
deducciones por analogía no argumentadas. 

Volvamos ahora al problema sobre la suma de los n 
primeros números impares, Está claro de lo anterior que 


1) Véase, por ejemplo, el libro de A. O. Hxaspexuñ 
H. H. Genyos u.JI. M. HMeaom, Vebpammue 3anann N Teopemi axe- 
MERTAprolí MaTeMaTHKn, u. 1, M., Pocrexnanar, 1954 (D. O. Shkltar- 
skt, N. N. Chentzov, I. M. Yaglóm, Vroblemas y teoremas escogidos 
de matemática elemental, parte 1, problemas 27 a). b) y c). 
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por muchos que sean los primeros valores de n para los cuales 
hayamos comprobado la fórmula 

, S (n) =n?, (1) 
no podemos darla por demostrada pues siempre quedará el 
temor de que dejo de ser válida en alguno de los casos no 
analizados. Para convencerse de que la fórmula (1) es válida 
para todos los n, es preciso demostrar que, por mucho que 
avancemos en Ja serie numérica natural, jamás podremos 
pasar de valores de n que aún verifican la fórmula (1) a va- 
lores de n que ya no la verifican. 

Supongamos, pues, que nuestra fórmula es válida para un 
número n y tratemos de demostrar que también será válida 
para el número siguiente n + 1. 

Es decir, acoptamos quo 


S(nm=14+34+5+... + (Qn—1) =p; 
calculemos 
Sín+t)=1+3+5+... + Qn—1) + Qn -+ 1). 


Según nuestra hipótesis, la suma de los 1 primeros términos 
del segundo miembro de la última igualdad es n?, y, por 
consiguiente, 

Sírn+4) =n?* + (2n + 1) = (n+4+ 12 

O sea, suponiendo que la fórmula S (a) ==: n? es válida 
para ciorto número natural nr, hemos logrado demostrar su 
validoz para el número siguiente inmediato n + 1. Pero 
hemos visto que esta fórmula es válida para n = 1, 2,3, 4 
y 5. Luego, también será válida para el número n =6 
que sigue a 5, así como para los números n =7, n =8, 
n =9, etc. Nuestra fórmula puede considerarse ahora 
demostrada cualquiera que sea el número de sumandos. 
Este método de demostración se denomina método de induc- 
ción matemática. 

Es decir, la demostración por el método de inducción 
matemática consta de dos partes: 

1%. Se comprueba que la proposición enunciada es válida 
para el menor de los valores de n para los cuales ella tiene 
sentido!). 

1) Por supuesto, este valor de n no es necesaria- 


mente la unidad; así, toda proposición relativa a las propiedades 
generales de los polígonos de n lados tiene sentido sólo para n > 3. 
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2%. Se demuestra que si la proposición es válida para un 
número natural n, también es válida para el número siguiente 
inmediato, o sea, para n + 1. Ñ 

Como hemos visto en una serie de ejemplos, la segunda 
parte de la demostración es esencial. Evidentemente, la 
primera parte del razonamiento no lo es menos: la demos- 
tración de la segunda parte (o sea, de que la validez de la 
proposición para un número r implica su validez para el 
número n + 1) no significa nada por sí sola pues puede 
ocurrir que dicha proposición no se verifica para ningún 
valor entero de r. Por ejemplo, aceptando que un número 
entero n es igual al que le sigue,. es decir, aceptando que 
n=n-+1, tendremos, agregando la unidad a ambos 
raiembros de esta igualdad, n + 1 = 1 + 2; 0 sea, también 
el número n -+ 1 es igual al que le sigue. Naturalmente, 
de ello no se desprende en absoluto que la proposición enun- 
ciada es válida para todos los 2: no se verifica para ningún 
número entero. 

La aplicación del método de inducción matemática no 
siempre se atiene de manera estricta a este esquema. A veces, 
por ejemplo, resulta necesario suponer que la proposición 
considerada es válida, digamos, para dos números sucesivos 
rn —1 y n y demostrar que también es válida entonces 
para el número nr -+ 1; en este caso, la primera parte del. 
razonamiento consistirá en comprobar que la proposición 
es válida para los dos valores primeros de n, por ejemplo, 
pera n=4 y n =2 (véanse los ejemplos 17, 18 y 19). 

ucedo también que en la segunda parte se demuestra la ' 
validez de la proposición para un valor de n suponiéndose 
su validez para todos los números naturales k menores que h 

(véanse los éjemplos 7, 8, 9 y 16). * 

Veamos algunos ejemplos más en los que se aplica el 
método de inducción matemática. Las fórmulas obtenidas 
serán empleadas más adelante. 

Ejemplo 2. Demuéstrese que la suma de los n primeros 
números naturales —representémosla por S, (n)— es igual 


a Pen, es decir, 
S(=14243+...+n=-5E2. (2) 


SOLUCIÓN. 1%, $, (1) =1 = 14, 
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2%. Supongamos que 
S (M=1424+3+...+n=2048, 
Entonces 


Sn 1)=14+243+...+n+(2+1)= 
_ nap 4) COCHE" (+) (+ 044] 
SU 4) AI E 


y con ello queda demostrada completamente la proposición. 
Ejemplo 3. Demuéstrese que la suma S,(n) de los 
cuadrados de los n primeros números naturales es igual 
a 2040 a+ 1), ] 
SA 


Sa(m)=12422 4324. pm MEDOIED (a, 


SOLUCIÓN. 1%, Sy (1) = 1*= 1041 gt4t A 
2”. Supongamos que 


S,(n)= n(n+1) (2n +1) ' 
Entonces 


E E A 
EN 20+009+9 Hunt 


Ctd + 040204 0+1) 
ñ a 


y definitivamente 
Sa(n+ 1) 


Problema 1. Demuéstrese que la suma S,(n) de los 


cubos de los n primeros números naturales es o 
Sal) 1484384. eo ay 


Ejemplo 4. Demuéstrese que 
1.242-843-44 + (n= 1) n= CEN. (5) 


SOLUCION. 1%, 1-2 = 2 
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2%. Si 
1-242.343:44...p(n=1)n=UDF0ID 
tenemos 
1.242.34+3-4+...p(n—1)n+n(n+1)= 
A RN 


AO 2. Dedúzcase la fórmula (5) de las fórmulas (2) 
y (3). 
SUGERENCIA. Demuéstrese previamente que 
124+23434+...+(n—1)n= 
= (1424384... 4+1n2-— 
=(14+42+3+...+m). 


El método de inducción matemática, relacionado por su 
esencia con el concepto de número, encuentra su mayor 
aplicación en la Aritmética, el Algebra y la Teoría de los 
números. Muchos ejemplos interesantes de este género están 
recogidos en el libro ya mencionado de I. S. Sominski. 
Pero el concepto de número entero es fundamental en toda 
la Matemática y no sólo en la Teoría de los números que 
estudia especialmente sus propiedades. Por eso, el método 
de inducción matemática se aplica en diferentes ramas 
de la Matemática. En particular, resaltan por su belleza 
las: aplicaciones de este método en la Geometría a las que 
está dedicado nuestro libro. 

Dividiremos nuestra exposición en varias secciones según 
el tipo de los problemas geométricos. 


St 
CÁLCULO 
POR INDUCCIÓN 


En la Geometría, el método de inducción matemática 
encuentra su aplicación más natural (próxima a la aplica- 
ción de este método en la Teoría de los números y en el 
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Algebra) en la solución de problemas geométricos relacio- 
nados con el cálculo. Veamos algunos ejemplos. 
Ejemplo 5. Calcúlese el lado 2,n de un 2”-gono regular 
inscrito en una circunferencia de radio R. 
SOLUCIÓN. 1*. Si n = 2, el 2”-gono regular es un cuadrado 
y para su lado tenemos a, = R Y 2. Ahora bien, empleando 
la fórmula de duplicación 


Ln = 2R*—2R R=—> 


encontramos ag = R V2Z—V7 en el caso de un octágono 


regular, ay = R Va S Va + Y Zen el caso de un 16-gono 


regular y dz = ¿Ys -V2+ V2+V2 en el caso de 


un 32-gono regular. Por eso, podemos suponer que para 
n > 2 el lado de un 2”-gono regular inscrito es 


am=R Y 2-V24+V2+...+V2. (6) 


n-2 doses 


22. Supongamos que el lado de un 2”-gono regular inscri- 
to se determina mediante la fórmula (6). Entonces, de 
acuerdo con la fórmula de duplicación, tenemos 


4 V. 2V2+...+V2 
ra? 
An = Vv 2R*—2R Pe pe GI 


=aV 2-V 24V24...+V2 


n-1 doses 


de donde resulta que la fórmula (6) es válida para todos 
los n. 


Do la fórmula (6) se deduce que la longitud C = 2xR de una 
circunferencia de radio K es igual al límite de la expresión 


29R VaV 24... EV2 cuando n crece infinitamente y que, por 
=—. — 
n-—2 doses 
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consiguiente, 


u= lim 2 2/27 -+V 2= 


no 


n-2 doses 


Var. +y2. 


= limon Va 


noo 


n-£ doses 


Problema 3. (Fórmula de Vieta*). Empleando la fórmu- 
la (6), demuéstrese que x es igual al límite de la expresión 
2 


=——=——== == = , 
1 V 1 V DY V 1 E 
VIV OY Va V Flv E) 
cuando el número de factores (de raíces cuadradas) del 
denominador crece infinitamente. La regla que permite 
escribir los factores queda determinada por los tres primeros 
factores escritos explícitamente. 

SUGERENCIA. SeaS,, el área de un 2%-gono regulár inscrito en 
una circunferencia de radio R y sea h,n su apotema. De la fórmula (6) 
se deduce entonces que 


2 
A 
han Vob-vir +12 


— 


n-4 doses 
y que 


1 
TI 


coa Va Vi Var +2 
A 


n-3 doses 
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(aquí se acepta que n > 3). Por eso, tenemos 


1) F. Vieta (1540—1603), famoso matemático fran- 
cés, uno do los primeros en introducir los símbolos en el Algebra. 
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de donde resulta que 


S_S Sy Sem o 180% 99 0 o 180 
San Se Si Sam Z 1. 0 


2 


2 
Puesto que S¿=2R2 y lím S,, =1R*”, resulta que 77 esigual al 
nooo 


límito de la expresión 


Si 45 450 
cos 45' 008 —g— 608 —G— o. 


Rosta recurrir a la fórmula 
a 440080 
208 —7- y Tao 


Ejemplo 6. Dado un 2"-gono regular de perímetro P, 
indíquese la regla que permite calcular el radio r, de la 
circunferencia inscrita en él y el radio R, de la circunferen- 
cia circunscrita a él, A 

SOLUCION. 1%. Tenemos ry= 5 y Ra MA 

2%. Calculemos, a partir de los radios r, y R, de las 
circunferencias correspondientes a un 2"-gono regular, de 


perímetro P, los radios "py, Y Rn+z de las circunferencias 
correspondientes a un 2"*!-gono regular del mismo perí- 
metro. Soan (fig. 1) AB el lado de un 2”-gono regular de 
perímetro P, O su centro, C el punto medio del arco AB 
y D el punto medio de la cuerda 4B; además, sea EF la 
línea que une los puntos delos lados AC y BC del triángulo 
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ABC y sea G el punto medio de EF. Puesto que 
LEOF= LEOC + ¿FOC=-7 LA0C+ 
+4 LB0C="¿ 408, 


resulta que EF es el lado de un 2"*!-gono regular inscrito 
en la circunferencia de radio OE y que el perímetro de este 
2”+*-gono es igual a 


AB 
2MER=2 52 =2"4B, 

o sea, también es igual a P. Por lo tanto, "p+1 = 06 y 
Rn+, = OE. Además, está claro que OC — 0G = 0G — OD, 
es decir, Ra — Fn+z = ata — ny de donde py, = Entra 
Por último, del triángulo rectángulo OEC encontramos 
OE* =0C :0G, es decir, Rh = Ry Tati Y Rusa = V Rin oTn+s 
O sea, tenemos definitivamente 


R 
E RA 


Consideremos la sucesión ra, Ra, ty, Ry» ++ 9 ns Ryo + > + Sus 
términos tienden hacia el radio de la circunferencia de longitud P, 
o sea, tienden hacia + En particular, si P = 2, tenemos n=7 
1 


y mE. “Tomando además r,=0 y R,==>7,obtenemosel teorema 


siguiente: 
Consideremos la sucesión numérica 


o MA 241 2Y 244 
011,14, Vu Bra, 
Y 2Y 2444 Y 24-1 
16 PESE 


tal que sus dos primeros términos son O y < mientras que cada uno de los 


términos restantes es igual alternadamente a la media arttmética o. a la 
media geométrica de los dos términos precedentes; los términos de esta 


sucesión tienden hacia +. 


Ejemplo 7. Hállese la suma de los ángulos interiores 
de un n-gono (ino necesariamente convexo!). 
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soLUcIÓN. 1”. La suma de los ángulos interiores de un 
triángulo es igual a 180”. La suma de los ángulos interiores 
de un cuadrilátero es igual a 360”, pues todo cuadrilátero 
puede ser dividido en dos triángulos (fig. 2). 

2”. Supongamos demostrado que la suma de los ángulos 
interiores de cualquier k-gono, donde k <n, es igual a 
180” (k—2) y consideremos un n-gono cualquiera A,4Aj...Ap- 


1 
US 
A a) D 
FIG. 2 


Demostremos, en primer lugar, que en todo polígono 
existe una diagonal!) que lo divide en dos polígonos de 
menor número de lados (para un polígono convexo esta 
afirmación es evidente). Sean A, B y C tres vértices sucesi- 
vos del polígono. Desde el vértice B tracemos, hasta cortar 
el contorno del polígono, todas las semirrectas posibles de 
modo que quede cubierto el ángulo interior ABC del polí- 
gono. Pueden presentarse dos casos: 

4) Todas las semirrectas terminan en un mismo lado 
del polígono (tig. 3, a). En este caso la diagonal AC divide 
nuestro r-gono en un (n — 1)-gono y en un triángulo. 

2) No todas las semirrectas terminan en un mismo lado 
(fig. 3, b). En este caso una de las semirrectas pasará por un 
vértice M del polígono y la diagonal BM lo dividirá en 
dos polígonos de menor número de lados. 

Volviendo ahora a la demostración de nuestra proposi- 
ción principal, tracemos en el n-gono AjAz... An la 
diagonal A,4, que lo divide en el k-gono Aj 43... Az 


1) Nótebo que la diagonal de un polígono no con- 
vexo puede atravesarlo y puede estar fuera de él (como la diagonal 
BD de la tig. 2, b). e 
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y en el (n —k-+2)-g0n0 AjArAñgr >. An. Según la 
hipótesis, las sumas de los ángulos interiores del k-gono 
y del (n —k-+2)-gono son iguales a 180% (k — 2) y 
180" (n—k + 2) —2] =180" (n — k), respectivamente; por 
eso, la sumade los ángulos del n-gono Aj4Az ... An será 
igual a 


1802 (le — 2) + 180? (n — k) = 180” (n — 2), 


de donde resulta que nuestra proposición es válida para 
todos los ». 

Como hemos visto en el ejemplo 7, en todo polígono 
existe una diagonal que lo divide en dos polígonos de menor 


FIG. 3 


número de lados. Á su vez, cada uno de estos polígonos 
distinto de un triángulo puede ser dividido en dos polígonos 
de menor número de lados, etc. Por consiguiente, todo 
polígono puede ser dividido en triángulos mediante diago- 
nales que no se cruzan. 

Ejemplo 8. ¿En cuántos triángulos puede ser dividido 
un n-gono (jno necesariamente convexo!) mediante diago- 
nales que no se cruzan? 

SOLUCIÓN. 1”. En el caso de un triángulo este número 
es igual a uno (ya que en el triángulo no se pueden trazar 
diagonales); en el caso de un cuadrilátero este número es, 
evidentemente, igual a dos (véase la fig. 2, a y 5). 

2%. Demos por sabido que todo k-gono, donde k <n, 
puede ser dividido mediante diagonales que no se cruzan 
en k—2 triángulos (independientemente del modo de 
dividir). Consideremos una de las divisiones del r-gono 
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A¡Az - . . An en triángulos. Sea 4,4, una de las diagonales 
de esta división; divide el n-gono A,42 . . . An en el k-gono 
AjAs ... An y on el (n — k + 2)-g0no AJA jÁ mir >>» Ano 
Según la hipótesis, el número total de triángulos de 1 
división será igual a 

(k — 2) + [(n —k+2)—2] =n—2 


y con ello nuestra proposición queda demostrada para 
todos los n. 

Problema 4. Hállese el número N de diagonales necesa- 
rias para dividir un n-gono en triángulos si estas diagonales 
no se cruzan, 


SUGERENCIA. Como qa que las N diagonales y los n lados 
del n-gono constituyen los lados de n — 2 triángulos (véase el ejemplo 
8), resulta que 


MWNin=3 (02 y N=n-—3, 


Ejemplo 9. Indíquese la regla que permite determinar 
el número P (n) de modos de dividir un n-gono convexo 
en triángulos mediante diagonales que no se cruzan. 

SOLUCIÓN. 1”, En el caso de un triángulo este número 
es igual, obviamente, a uno: P (3) =1. 

2. Aceptando que conocemos los números P (k) para 
todos los k <n, determinemos el valor de P (n). Considere- 


mos para ello el n-gono convexo AjAz ... Ar (fig. 4). 
Cualquiera que sea el. modo de dividirlo en triángulos, el 
lado A,4), será lado;de uno de los triángulos y el tercer 
vértice de este triángulo puede coincidir con cada uno de 
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los puntos Ag, Ay ..., An. Si este Yértice coincide con A y, 
el número de modos de dividir el 2-góno es igual al número 
de modos de dividir en triángulos el (4 — 1)-gono AAA ... 
+ « + An, o sea, es igual a P (n — 1). Si este vértice coincide 
con Ay, el número de modos es igual al número de modos 
de dividir el (n — 2)-gono AjA¿A; ... Ay, o sea, es igual 
a P(n—2) =P (n—2) P (3). Si este vértice coincide 
con Aj, el número de modos es igual a P (n — 3) P (4) ya 
que podemos combinar cualquier división del (r — 3)-gono 
AJA; ... A, con cada una de las divisiones del cuadrilá- 
tero A2454,45, etc. Por consiguiente, obtenemos la rela- 
ción 
P(=P(R-1)+P (n—2P (3) + 
+PM-3P +... +P(BP(n-2+ 
+PM-=41). (7) 
Valiéndonos de esta fórmula, encontramos sucesivamente 
P(0=P()4+P()=2, 
P (8) =P (9 + P(9P(B)+P (4) =5, 
P(60)=P5)+P(0YP(3)+P (BP (4) + P (5) =14, 
PID=P() POPO+PWPWM+P()P (5) + 
+ P (6) = 42, 
P (8) =P (D) + P (6) P (8) + P (5) P (4) + P (4) P (5) + 
+? (3) P (6) + P (7) =132, eto. 
OBSERVACIÓN. Basándose en la fórmula (7), se puede demostrar que 
2(2n—5)1 
T=DI06=31 
para todo » [véase, por ejemplo, la solución del problema 51, b en el 
libro de A. M.Arxomu M. M. Hraom, HexIementapurle 38J7agH B 9xe- 


MenTapmom naomegmn, M., Poctexmanar, 1954 (A. M. Yaglóm o 
L. M. Yaglom, Exposición elemental de problemas no elementales)]. 


P()= 


Problema 5. ¿En cuántas partes dividen un n-gono 
convexo todas sus diagonales si no hay tres que se crucen 
en un mismo punto? 

SUGERENCIA- La diagonal 4,4, divide (n + 1)-gono convexo 


AjA42 -»> AnAn.y en el n-gono AjAz ... A, y en ol triángulo 
AzAp Anos. Aceptendo que conocemos el número F (n) de partes en 
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que resulta dividido por sus diagonales el n-gono 4,43 ... An, cal- 
culemos cuántas partes se añaden al agregar el vértice A,,, (este nú- 
mero supera en una unidad ol número de partes en quo resultan divi- 
didas las diagonales que salen del vértice A,,, por todas las diagona 
les restantes). Así encontramos la relación 


Fr+0=F (+ (M—0+4+1t(n—24+2(n—3)— ... 

ce. +(1-3)24+(n—2)1 
que, mediante las'fórmulas p (5) de la Introducción (pag. 12—13). 
puede ser representada on la ¡A 


O a ES 


Ss 2 
A 


Sumando los valores F (n), a 4, .... F(4) y emploando las 
fórmulas (2), (3) y (4) de la Introducción, obtenemos 


Pq) OD) (00442) 


$2. 
DEMOSTRACIÓN 
POR INDUCCIÓN 


Algunas proposiciones del parágrafo anterior represen- 
tan, de hecho, ejemplos de aplicación del método de indue- 
ción matemática a la demostración de teoremas geométricos. 
Así, la proposición del ejemplo 7 puede ser enunciada en la 
forma siguiente: demostrar que la suma de los ángulos de 
un r-gono es igual a 180” (n — 2). En el ejemplo 8 hemos 
demostrado que un n-gono resulta dividido en n — 2 trián- 
gulos por sus diagonales que no se cruzan. En este parágrafo 
continuaremos el estudio de ejemplos de este género. 

Ejemplo 10. Demuéstrese que es posible dividir n cuadra- 
dos dados en trozos que permitan formar un cuadrado nuevo. 

soLucIóN. 1%. Si n = 1, nuestra proposición no requiere 
demostración. Demostremos que es válida para n= 2. 
Sean zx e y los lados-de los cuadrados dados ABCD y abed, 
respectivamente; sea; >y. Tomemos en los lados del 
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cuadrado ABCD de dimensión x (fig. 5, a) los segmentos 
AM =BN =CP =DQ = “2 cortándolo después según 
las rectas MP y NQ que, como es fácil ver, se cortan en el 
centro O del cuadrado formando ángulo recto y lo dividen 
en cuatro trozos iguales. Agreguemos estos trozos al segundo 


FIG. 5 


cuadrado como se indica en la fig. 5, b. La figura obtenida 
también será un cuadrado ya que los ángulos en los puntos 
M', N', P' y Q' serán llanos, los ángulos A”, B', C* y D' 
serán rectos y A'B" =B'C" =C'D' =D'A". 

2”. Aceptando que nuestra proposición ha sido demostrada 
ya para el caso de n cuadrados, consideremos los nr +4 
cuadrados Cy, lg, . + -, Ens Cnpr- 

Tomemos dos cualesquiera de estos cuadrados, digamos, 
Ca y Cn+1- Según hemos demostrado en 1”, es posible, cor- 
tando uno de estos cuadrados y agregando los trozos obteni- 
dos al segundo, formar un cuadrado nuevo C”. Ahora bien, 
según nuestra hipótesis, los cuadrados Cy, Cg, + - », En-4y €” 
se pueden descomponer en trozos que permitan formar un 
cuadrado nuevo que es lo que queríamos demostrar. 

Ejemplo 11. En el triángulo ABC se han trazado por el 
vértice € n—1 rectas CM,, CMy, ..., CM, que lo 
dividen en n triángulos menores ACM,, M,CM,,... 

<<, Mp-¡CB. Sean Ty, Fa, » » -, Tn los radios de las circun- 
forencias inscritas en estos triángulos; sean Py, Pes ---> Pp 
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los radios de las circunferencias exinscritas en estos trián= 
gulos (todas ellas resultan inscritas en el ángulo € del 
triángulo correspondiente; véase la fig. 6, a); sean, final- 


mente, r y p los radios de las cirecunferencias inscrita y exin- 
scrita en el propio triángulo ABC. Demuéstrese que 


SOLUCIÓN, Sea $ el área del triángulo ABC y sea p su 
semiperímetro; como se.sabe, S = pr. Por otra parte, si O es 
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el centro de la circunferencia. exinscrita en este triángulo 
(fig. 6, b), se tiene 


S=Sro4c+Sa0co—Srorn= hdp + Lap 0p= 


=+(b4a—<) p=(p—<c)0; 
y, por consiguiente, 
Pp 


er=(pop y p=22. 


Además, según las fórmulas de la Trigonometría, tene- 
mos 


te A =Y tp—p—0) y tg B =Y ICE) 
des DOS z —p0—0) 


de donde resulta 


A, B yz DIC IIN 
te Pw—0) p+—=0 


LE E 
== 6) 

Después de estas observaciones previas, pasemos a la 
demostración del teorema. 

4”. Sin = 1, nuestra proposición no requiere derostra- 
ción. Demostremos su validez para n = 2. En este caso la 
recta CM divide el triángulo ABC en dos triángulos meno- 
res ACM y CMB. De la fórmula (8) resulta 
CS A, CMA, CMB,_ B_ 
bir ÓN E e3= 


A CMA 180 — CMA B A B 
=t A e AS MG 


2%, Supongamos que nuestra proposición ha sido demos- 
trada ya para el caso de n — 1 rectas y tomemos n rectas 
CM, CM;, ..., CM, que dividen el triángulo ABC en 
n +1 triángulos menores ACM,, M,¡CMy, ..., MACB. 
Consideremos dos cualesquiera de ellos, digamos ACM, 
y CM,M,. Como hemos visto en 1%, 
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donde 7,2 Y P,2 son, respectivamente, los radios de las cir- 
cunferencias inscrita y exinscrita en el triángulo ACM.,. 
Pero en virtud de nuestra hipótesis, para los rn triángulos 
ACM?, M¿CMy, mo M,CB se cumple la igualdad 


ria, Ja Pa net 


A 
TN TN 
y, por consiguiente, 


m7 Tn, net 


Pr Pa "Pa Pne 


Problema 6. Supongamos que las rectas CM y CM" 
dividen de dos modos el triángulo ABC en dos triángulos 
ACM, CMB y ACM”, CM'B; sean r,, Ta y Ts, 1; los radios 
respectivos de las circunferencias inscritas en estos trián- 
gulos. Demuéstrese que si r, =r;, también rz =r; y que 
una propiedad análoga se cumple también para los radios 
de las circunferencias exinscritas. 


SUGERENCIA. Demuéstrese primero que (conservando las deno- 
taciones del ejemplo 11) 


Ue je la altura trazada por el vértice C), de donde se deducen las igual- 
¡ades 


(E) (12) tE 


(e) (e) e (1930) (1938). 


Problema 7. Demuéstrese que (conservando las denota- 
ciones del ejemplo 11) 


rios Tak Pz Imbfn _ r+p 
e ED A 


donde R,, Raz, ..., R, y R son los radios respectivos de 
las circunferencias circunscritas a los triángulos ACM, 
MCMz, .... M,CB yiABC. 


ES 
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SUGERENCIA. Como so sabe S=pr=(p—c)p=-2% y, por 
eso, aplicando el teorema del coseno, obtenemos 


5,3 
m0 7 POPE lea _ 
Ss 


SPiéma | 4er 


a —= 008 CAB cos CBA. 


Problema 8. Sean C,, Ca, . . ., Cn n circunferencias que 
pasan por el punto O y sean A,, Az, ..., An los otros 
puntos de intersección de las circunferencias C, y Cz, Cy 


FIG. 7 


Y Cs...» Cn y Cy, respectivamente (fig. 7, a). Sea B, 
un punto cualquiera de la circunferencia C, distinto de O 
y de Ay. Tracemos la secante B,A, que corta la circunferen- 
cia Cz en el punto B,, después la secante B¿A¿ que corta 
la circunferencia C¿ en el punto B,, ete. (si, digamos, el 
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punto B, coincide con Ay, en lugar de la secante trazaremos 
por el punto Az la tangente a la circunferencia C,). Demués- 
trese que el punto B,+, que se obtiene finalmente en la 
circunferencia €, coincide con B,. 


SUGERENCIA. Demuéstrese primero el lema siguiente: sean 04 
y O, los centros de dos circunferencias C, y C, que se cortan en el 
punto O y sea B,B, la secante que pasa por el otro punto A, de inter- 
sección de estas circunierencias (véase la fig. 7, b); entonces, desde el 
punto O los segmentos B,Bz y 0,0, se ven bajo un mismo ángulo. 
Demuéstrese después el teorema propuesto para el caso de tres circun- 
forencias. Por último, aceptando su validez para el caso de n — 1 cir- 
cunferencias, considérense n circunferencias Cy, Ey, » - ., Cn, trácese 
la secante que pasa por el punto B,,_, y por el punto de intersección 
de las circunferencias C,., y Cy y aplíquese la hipótesis inductiva a 
las n — 1 circunferencias Cy. Ca, +... Cp 


Ejemplo 12. Demuéstrese que todo polígono convexo 
distinto de un paralelogramo puede ser colocado en un 


FIG. 8 


triángulo cuyos lados contienen tres lados del polígono 
inicial (fig. 8). 

SOLUCIÓN. Demostremos previamente que todo poligono 
convezo M puede ser colocado en un triángulo o en un parale- 
logramo (que, posiblemente, coincide con M) cuyos lados 
comprenden tres o cuatro, respectivamente, lados del polígo- 
no M. 

17. Para n = 3 nuestra afirmación no requiere demostra- 
ción; para n =4 es también evidente ya que si M es dis- 
tinto de un paralelogramo (o sea, no puede ser colocado en 
un paralelogramo que coincida con M), entonces tiene dos 
lados no contiguos y no: paralelos; prolongando estos lados 
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hasta que se corten en el punto Q y omitiendo el lado de M 
más próximo a Q y que no pasa por Q, obtenemos un trián- 
gulo que satisface nuestras condiciones (fig. 9, a). 

2”. Supongamos que la afirmación del teorema ha sido 
demostrada ya para todos los polígonos convexos que tienen 
menos de n lados y consideremos un polígono convexo MM 
de n lados (donde n > 5). Puesto que sólo un lado del 
n-gono convexo M puede ser paralelo a un lado fijo AB 
del mismo y puesto que el número total de lados del polí- 
gono no contiguos a AB es n — 3 > 2, resulta que M tiene 


FIG. 9 


un lado KZ no contiguo a AB y no paralelo a AB; prolon- 
gando AB y KL, hasta que se corten en el punto Q y omi- 
tiendo después la quebrada (más próxima a Q) comprendida 
en el ángulo construido de esta forma y compuesta por 
lados de M, obtenemos un polígono M, que contiene M, 
que tiene n, <n lados y tal que todos los lados del mismo 
comprenden lados de M (fig. 9, b). Según la hipótesis induc- 
tiva, M, se puede colocar en un triángulo o paralelogramo 
que satisface las condiciones del problema, que contiene M 
y tal que todos los lados del mismo contienen lados de M. 

De este modo, podemos dar por demostrada la afirma- 
ción que más arriba aparece en letra redonda; resta mostrar 
que si MM no es un paralelogramo y puede ser colocado en un 
paralelogramo P cuyos lados contienen lados de M4, enton- 
ces también se puede colocar M en un triángulo cuyos lados 
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contienen lados de M. He aquí la demostración. Puesto 
que M no:es un paralelogramo, existe un vértice A del 
paralelogramo P =ABCD que no es vértice de M; sea G 
el vértice de M (más próximo a A) que pertenece al lado AB 
del paralelogramo P y sea GH el lado de M que arranca 
de G y que no pertenece al lado 4B del paralelogramo (fig. 10) 
Puesto que el polígono M es convexo, es evidente que per- 
tenece íntegramente a aquel semiplano determinado por la 
recta GH en el que se encuentran los vértices B, C y D 


B Cc 
PIG. 10 


del paralelogramo P. Pero de aquí resulta que M pertenece 
al triángulo 7 formado por los lados BC, CD y GH y con 
esto queda demostrada la proposición necesaria. 

Problema 9. Demostrar que todo polígono convexo M 
distinto de un paralelogramo se puede cubrir con tres polí- 
gOnOS My, My Y Mg menores que M, semejantes de M y situa- 
dos paralelamente!) a M. 


SUGERENCIA» Sea M=A¡Az45 - . . An un polígono convexo dis- 
tinto de un paralelogramo y sea 7 =ABC un tri. lo que lo con- 
tiene, con la particularidad de que sus lados AB, BC y CA contienen, 
respectivamente, los lados 4,47, Ay 4Ap+: Y 41414, del polígono (véase 
el ejemplo 12). Tomemos dentro de M ún punto arbitrario O y unámos- 
lo mediante segmentos con unos puntos Ú/, Y y W de los lados A,4y, 
ArAns Y A1A1,1 del polígono M. Los segmentos OU, OV y OW divk 
den M en tres partes M,, M, y My. Entonces se pueden escoger unos 
coeficientes k,, ka y kg (¡menores que 1!) tales que los polígonos my, 
my y my (que se obtienen de M por homotecias de centros A, B y € 
y de razones ki, ky y kg, respectivamente) cubren las partes My, My 
y My del polígono M. $ 


1) En otrás palabras, homotéticos de M (con la ra" 
ión de homotecia k< 1).- is : S 
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Como es evidente que un paralélogramo P no se puede 
cubrir con menos de cuatro paralelogramos menores que P, 
semejantes de P y situados paralelamente a -P (porque 
cualquiera de estos paralelogramos menores que P puede 
cubrir sólo un vértice de P), de la afirmación del problema Y 
resulta el teorema siguiente demostrado en 1955 (en una 
forma algo distinta) por F. Levi!), destacado matemático 
alemán, y más tarde demostrado de nuevo varias veces 
por otros matemáticos 

El número mínimo de polígonos convexos menores que el 

polígono dado M, semejantes de M y situados paralelamente 
a M que permijen cubrir integramente M es igual a 3, si M 
no es un paralelogramo, y es igual a 4, si M es un paralelo- 
gramo. 
F. Levi y otros matemáticos, que se interesaron por este 
teorema, intentaron extenderlo al caso del espacio, o sea, 
demostrar la siguiente proposición que parece bastante 
verosímil: 

El número mínimo de «copias disminuidas» de un poliedro 
convexo M (o sea, de poliedros H;, .g, - - - menores que M, 
semejantes de M y situados paralelamente a M) que permi- 
ten cubrir integramente M, oscila según la forma de M entre 4 
(es igual a 4, por ejemplo, para el tetraedro) y 8 (es igual 
a 8, por ejemplo, para el cubo); este número es igual a. 8 sólo 
si M es un paralelepípedo y es menor que 8 en los demás casos. 

Este teorema no parece ser muy complejo; empero, 
nadie ha logrado demostrarlo por ahora aunque muchos 
geómotras destacados de distintos países lo han intentado?). 


Existe una multitud de diversos teoremas geométricos 
que se pueden demostrar por el método de inducción mate- 
mática. No obstante, nos limitamos aquí a un grupo de 
problemas exclusivamente; el interés de éstos reside en que, 


1) F. Lovi y otros matemáticos demostraron el 
teorema considerado para figuras convezas arbitrarias (véase acerca de 
éstas ol libro M. M- From m B. P. Bontanckali ¿Banyxibto pnryp», 
Tocrexasgar. 1951: 1. M. Yaglom y V. G. Boltianski «Figuras conve- 
xas» y no para polígonos convexos; pero, de la validez del teorema 
para polígonos convexos se deduce ya que se cumple también para 
todas las figuras . convexas. 

2) En relación con este abanico de problemas véase, 
por ejemplo, el libro B. F. Bosmaxcsui u H. 1, Pozbepz, Zanau 
HB TOOPeMH KOMÓMHATOPuOL TOOMETPAn, o 1965. (V. G. Bultianski 
e I. Ts. Gojberg, Problemas y teoremas de la geometría combinatoria). 
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igual que el problema 9 considerado más arriba, conducen 
a un problema, de enunciado muy sencillo pero no resuelto 
hasta el presente por nadie, que matemáticos de diferentes 
países vienen atacando hace ya más de cien años, el así 
llamado problema de los cuatro colores. Pero previamente 
deberemos estudiar algunas propiedades (geométricas) de 
los mapas geográficos. 


PROBLEMAS 
DE LOS MAPAS 
GEOGRÁFICOS 


Consideremos en el plano una red formada por líneas 
que unen algunos de los puntos A, Ag, ---+ Ap y que 
no tienen otros puntos comunes; aceptaremos, además, que 
esta red «consta de un trozo único», o sea, que, arrancando 
de cualquiera de los puntos As, Ag, - - -+ Ap, podemos 


FIG. 44 


llegar a cualquier otro desplazándonos solamente según las 
líneas que componen la red (se dice que la red es conexa). 
Toda red de este tipo será llamada mapa; los puntos dados 
son sus vértices; los trozos de curvas que unen dos vértices 
sucesivos son las fronteras del mapa y las porciones en que 
las fronteras dividen él pláno (incluida la región infinita 
exterior) son los países del mapa. Por ejemplo, en la fig. 11, 


3041 


34 


los puntos 41, Az, Az: Agr As) Agr Ar y Ag son los vértices 
del mapa, las curvas 4,42, Az47, Ay4o, AcAr, AjrArr Ajáas 
AzAg Ass, As Ar y 444, son fronteras y las regiones 0,, Va, 
O, así como la región infinita exterior o son sus países. 

Ejemplo 13. (Teorema de Euler.) Dado un mapa cual- 
quiera consideremos el número s de sus países, el número ¿ 
de sus fronteras y el número p de sus vértices. Entonces 


s+p=14+2 


DEMOSTRACIÓN. Apliquemos la inducción según el núme- 
vo 1 de fronteras del mapa. 
1”. Sea 1 =0; entonces s =1 y p =1 de modo que 


s+p=1+2. 


2”. Supongamos que el teorema es válido para cualquier 
mapa de » fronteras y consideremos un mapa de l =n +1 
fronteras, s países y p vértices. Se pueden presentar dos 
CASOS. 

a) Para lodo par de vértices del mapa existe un camino 
único, formado por fronteras, que los une (debido a que el 
mapa es conexo, siempre existe un camino, por lo menos, 
de este tipo). En tal caso el mapa no contiene ningún con: 
torno cerrado y, por consiguiente, es de la forma represen- 
tada en la fig. 12 de modo que s = 1. Demostremos que 
en este mapa existe como mínimo un vértice que pertenece 
a una frontera nada más (como el vértice A, de la fig. 12); 
diremos que este vértice es terminal. En efecto, tomemos 
un vértice cualquiera del mapa. Si no es terminal, es el 
extremo de dos fronteras como mínimo. Avancemos según 
una de ellas hasta llegar a su segundo vértice. Si este vértice 
tampoco es terminal, es a la vez extremo de otra frontora. 
Avancemos según ésta hasta llegar a su segundo vértice, etc. 
Puesto que, por hipótesis, el mapa no contiene contornos 
cerrados, no volveremos a ninguno de los vértices ya consi- 
derados y como quiera que el número de vértices del mapa 
es finito, deberemos llegar, al fin y al cabo, a un vértice 
terminal. Excluyendo este vértice y la única frontera que 
le corresponde, obtendremos un mapa nuevo en el que 

"=li=n =s5=1 y p =p-— 
y que, por supuesto, continuará siendo conexo. Según la 
hipótesis inductiva, 
s+p =1 +2, 
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de donde resulta que 
s+p=1+2. 


hb) Existen dos vértices con dos caminos como mínimo 
que los unen (fig. 11). En este caso el mapa contiene un 


FIG. 12 


contorno cerrado que pasa por estos vértices, Eliminando 
una de las fronteras de este contorno (y conservando sus 
vértices), obtendremos un mapa en el que 


U=l-d4=n p =p y =s—l 
Según la hipótesis inductiva, 
s+p=/'+2, 
de donde resulta que también 
s+p=1+42 


Ejemplo 14. Demuéstrese que si en todo vértice del 
mapa convergen tres fronteras como mínimo (o sea, si el 
mapa no contiene puntos como A, Ay, As y 4g ni fronteras 
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como A¿4A4 de la fig. 11), existe un país con cinco fronteras 
todo lo más, 

SOLUCION. Puesto que en cada uno de los p vértices del 
mapa convergen tres fronteras como mínimo, el número 3p 
no sobrepasa el número duplicado 21 de fronteras (doblamos 
el número de fronteras debido a que cada una de ellas une 
dos vértices), de donde tenemos 


PS le (9) 


Supongamos ahora que cada uno de los s países del mapa 
tiene seis fronteras como mínimo; entonces, el número 6s 


3 y 
Mo Ag / 


FIG. 13 


no sobrepasa el número duplicado 21 de fronteras (doblamos 
el número de fronteras debido a que cada una de ellas separa 
dos países), de donde tenemos 


1 
s<gl (10) 
De las desigualdades (9) y (10) resulta 
p< 4 l=1 


en contradicción con el teorema de Euler. Por consiguiente, 
es falsa nuestra hipótesis de que todo país tiene seis fron- 
teras como mínimo. 

Problema 10. En el plano se han tomado cinco puntos. 
Demuéstrese que no se pueden unir dos a dos por medio de 
líneas que no se crucen (fig. 13). 
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SUGERENCIA. Supongamos que podemos unir todos estos puntos 

cumpliendo las condiciones del problema; obtendremos un mapa que 
5-4 

tiene 5 vértices, qa 10 fronteras y, por consiguiente, 7 países (por 


el teorema de Euler). Pero tal mapa es imposible como se deduce de 
razonamientos análogos a los que hemos empleado para obtener la 
desigualdad (10). 


El lector puede encontrar otros ejemplos de aplicación 
del teorema de Euler sobre los mapas en el libro E, B. Tum- 
xun mM B. A. Ycnencrué, Matemarmueckne 6ecemsr, M.— Jl., 
Tocrexmsiar, 1952 (E. B. Dynkin y V. A. Uspenski, Confe- 
rencias matemáticas). 


Problema 11. (Teorema de Euler sobre los poliedros.) 
Demuéstrese que si p es el número de vértices, 1 el número 
de aristas y s el número de caras de un poliedro convexo, 
se tiene 


s+p=1+2 


SUGERENCIA. Coloquemos el poliedro en el interior de una esfera 
de radio suficientemente grande y proyectemos desde su contro (pode- 
mos aceptar que el centro se halla dentro del poliedro) sobre la super- 
ficio esférica todos los puntos del poliedro. En la superficie esférica 
obtendremos un mapa. Proyectémoslo desde un punto cualquiera de 
la misma, no perteneciente a ninguna frontera, sobre ol plano tangente 
a la superficie esférica en el punto diametralmente opuesto (proyección 
estereográfica). Apliquemus el teorema de Euler al mapa plano resul- 
tante. 


Problema 12. Demuéstrese que en todo poliedro existe 
una cara de tres, cuatro o cinco aristas, 


SUOERENCIA- Véase el ejemplo 14. 


Problema 13. Demuéstrese que no existen poliedros do 
siete aristas, 


SUGERENCIA» Aplíquese el teorema de Enler, 


El lector puede encontrar otros ejemplos de aplicación 
del teorema de Euler sobre los poliedros. por ejemplo, en 
el libro de X. O. Hraapcruú, H. H. Tenyos u H. M. Heaom, 
Ms6pamusio 3aJrauH H TOOPOME ANEMEATAPHOM MATOMATHRA, 
3. HI, M., Tocrexmanar, 1954 (D. O. Shkliarski, N. N. Chen= 
tzov e 1. M. Yaglóm, Problemas y teoremas escogidos de 
matemática elemental, parte III). 
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PROBLEMAS 
DE LA COLORACIÓN 
DE MAPAS 


Consideremos un mapa en el plano. Diremos «que está 
bien coloreado si para cada país se emplea ún tinte deter- 
minado con la particularidad de que cualesquiera dos países 
fronterizos están pintados de color distinto. Como ejemplo 
de coloración buena puede servir cualquier mapa geográ- 
fico. Cualquier mapa puede ser bien coloreado si se emplea 
una pintura distinta para cada país, pero este procedimiento 


6) 
FIG. 14 


no es económico. Es natural preguntarse: ¿cuál es el núme- 
ro mínimo de tintes necesarios para la coloración buena 
de un mapa? Está claro, por ejemplo, que para la coloración 
buena del mapa de la fig. 14, a bastan dos tintes; el mapa 
de la fig. 14, b ya requiere para ello tres colores, mientras 
que el mapa representado en la fig. 14,c puede ser bien 
coloreado sólo si se emplean cuatro pinturas. Hasta hoy 
día no se conoce ningún mapa que no pueda ser bien colo- 
reado con cuatro tintes. A. F. Móbins, conocido matemático 
alemán, fue, por lo visto, ol primero en señalar este hecho 
hace más de cien años. Desde entonces, muchos científicos 
han intentado resolver este problema de los cuatro colores 
(o sea, demostrar que cuatro pinturas bastan para la colora- 
ción buena de cualquiermapa o, al contrario, dar un ejem- 
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plo de un mapa que no puede ser bien coloreado con cuatro 
pinturas) pero sin éxito alguno. Se ha podido demostrar 
solamente que cinco tintas son suficientes para colorear bien 
cualquier mapa (véase el ejemplo 18). Es fácil encontrar 
las condiciones que debe cumplir un mapa para que alcáncen 
dos (ejemplo 16) o tres (ejemplo 17) colores. Daremos, además, 
una condición necesaria y suficiente para que un mapa 
pueda ser bien coloreado con cuatro tintas (ejemplo 19); 
por supuesto, se desconoce si esta condición se cumple para 
cualquier mapa así como si existen mapas en los que esta 
condición no se cumple. 

Es curioso que para ciertas superficies, de estructura más 
compleja que la del plano, el problema de la coloración 


FIG. 15 


de. mapas admite solución plena. Por ejemplo, se ha demos- 
trado que para la coloración buen» de cualquier mapa en 
Ja superficie del «anillo salvavidas», llamado toro (fig. 15), 
bastan siete colores y que existen mapas para los cuales 
no alcanzan seis colores'). 

1) Hace poco relativamente el geómetra alemán 


G. Ringel (véase G. Ringel, Fárbungsproblemo auf Fláchen und Grap- 
hen, Berlin. Deutscher Verlag der Wissenschaften, 1959) ha obtenido 


FIG. 18 


unos resultados próximos u la solución definitiva del ETA de la 
coloración de mapas formados en cualquier superficie distinta del 
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En lo sucesivo aceptaremos que los mapas no contienen 
fronteras a ambos lados de las cuales figura un mismo país 
(como la frontera A¿4g de la fig. 11) ya que de lo contrario 


carece de sentido el planteamiento mismo de la coloración 
buena. Aceptaromos también que los mapas no contienen 
vértices enlos que convergen dos fronteras nada más (como 
el vértice Ay de la fig. 11) pues estos vértices huelgan. 
En otras palabras, sólo consideraremos mapas en cuyos 
vértices convergen tres fronteras como mínimo y que, por 
consiguiente, satisfacen la condición del ejemplo 14 cuyo 
resultado será empleado más de una vez. Por último, con- 
viene aceptar que el mapa contiene sólo una región infinita, 
o sea, que en el mapa no existen fronteras que «se pierden 


plano (o de la esfera). Según los resultados de Ringel, el número míni- 
mo de pinturas necesarias para la coloración buena de cualquier mapa 
en una superficie somejante a una «esfera con p agujeros que la atra- 
viesans, es, por lo visto, igual a 


pres, 


donde los corchetes representan la parte entera del número (o, en todo 
caso, sólo puede diferir insignificantemente de la magnitud 


7 4 +48, 
14480 7 así, para el toro (que tiene un agujero que lo 
atraviesa; fig. 15) este número es igual a py -[%] =% 
y para el <bollo» de dos agujeros (fig. 16) este número es: 


(Eve Jo 2281 pe Jus. 
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en el infinito»; se puede demostrar que la renuncia a esta 
última condición no afecta los resultados posteriores. 

Diremos que un mapa es normal si en cada uno de sus 
vértices convergen tres fronteras exactamente. Sea S un 
mapa cualquiera (fig. 17, a). Formando círculos pequeños 
alrededor de los vértices en los que convergen más de tres 
fronteras y agregando cada círculo a uno de los países que 
rodean el vértice correspondiente, obtendremos un mapa 
normal S” del mismo número de países (fig. 14, b); además, 
toda coloración buena del mapa S” permite obtener fácil- 
mente una coloración buena del mapa S empleando la 
misma cantidad de pinturas y viceversa. Por eso, con fre- 
cuencia limitaremos al estudio del problema de la coloración 
buena al caso de mapas normales. 

Veamos ahora qué estructura tienen los mapas normales 
elementales*). Sean p el número de vértices, 1 el número 
de fronteras y s el número de países de un mapa normal; 
entonces, 21 = 3p (véase la pág. 35), de donde resulta que 


P =21 Además, debido al teorema de Euler, se tiene 
s-+p=1-+2, de modo que 


s (Ip) +2=3+2 


y, por consiguiente, s > 2. Pero si s = 2, tenemos 1 =0 
y es evidente que tal mapa no existe. Si s = 3, tenemos 
l1=3 y p =2; este mapa normal elemental puede verse 
en la fig. 18, a. Si s = 4, tenemos 1 = 6 y p = 4. Demostre- 
mos que en este caso el mapa es de la forma representada en 
la fig. 19, b o c. En efecto, sea ky el número de biángulos 
del mapa, sea k, el número de sus triángulos y sea ky el 
número de cuadriláteros (puesto que p = 4, no puede haber 
países que tengan más de cuatro vértices). Entonces 


ka + la +k =58=4 


2k, + 3kg + 4k, =21 = 12 


1) Aquí y en lo que sigue no haremos diferencia 
entre mapas de «idéntica estructura» (como los representados en las 
figs. 14. e y 27, a) cuyos países y fronteras pueden ser numerados de 
modo que on ambos mapas los países del mismo número estén separados 
por fronteras cuyos números también son iguales. 
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(recuérdese lo dicho en la pág. 35); de la última igualdad 
se deduce que k, es par. Puesto que la suma kz + kz + kg 
es igual a 4, tiene, salvo el orden de los sumandos, la forma 
24+2+0,2414+1,341+064-40+0. Conside- 
remos cada caso por separado, 

Supongamos que dos de los valores de k son iguales a 2 
y el tercero es igual a cero. Si kg =2, kg =2 y k¿=0, 


eS 


FIG. 18 


tenemos 2ky + 3kg + 4k, =10 <12. Si k=2, kh =0 
y k, = 2, tenemos 2ky + 3ky + 4%, = 21 = 12; a este caso 
corresponde el mapa de la fig. 18,b. Si ka =0, ky=2 
y k, = 2, tenemos 2ky + 2%y + 4k, = 14 > 12. 

Supongamos que uno de los valores de k es igual a 2 mien- 
tras que los otros dos son iguales a uno. En este caso sólo 
para kz = 1, kz =2 y k, = 1 tendremos que 2k, + 3ky + 
+ 4k, = 12; tal mapa existe pero no es normal (fig. 19). 

Si uno de los valores de k es 3 y otro es uno, debe ser 
k,=0 ya que ks es par; en este caso 2ky + 4ky 7 12. 

Supongamos, por último, que uno de los valoros de k es 
igual a 4 mientras que los demás son iguales a cero. En este 
caso sólo para kz = k¿ =0 y kz = 4 la suma 2k, + 3ky + 
+ 4k, sorá igual a 21 = 12; el mapa correspondiente tiene 
la forma representada en la fig. 19,c. 

A veces, a parte de los países, colorearemos también las 
fronteras del mapa indicando estos colores mediante las 
cifras 1, 2, 3, .... Si al proceder de este modo ocurre que 
todas las fronteras convergentes en un mismo vértice llevan 
números distintos, diremos que dicha numeración de las 
fronteras del mapa os buena (véase, por ejemplo, la fig. 20). 
Nótese que también está ligado al problema sobre la colora- 
ción buena de los países de un mapa el problema sobre la 
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numeración de los vértices del mapa en la que los vértices 
«vecinos» (o sea, los vértices unidos por una frontera) obtienen 
números distintos; véase a este respecto, por ejemplo, el 
libro de E. B. Dynkin y V. A. Uspenski indicado en la 
pág. 37 en el que el lector podrá encontrar también otras 


yG, 19 FIG. 20 


demostraciones de muchos teoremas que se dan a continua- 
cion. 

Ejemplo 15. En el plano se tienen n circunferencias. 
Demuéstrese que dos colores bastan para colorear el mapa 
que forman cualquiera que sea la posición de las mismas. 

SOLUCIÓN. 1”. Si n = 1, la proposición so hace evidente. 

2”. Supongamos que nuestra proposición es válida para 
cualquier mapa formado por » circunferencias y consideremos 
el caso de n + 1 circunferencias,. Eliminando una de ellas, 
obtendremos una mapa que, en virtud de la hipótesis hecha, 
admite la coloración buena con dos tintas, blanca y negra, 
por ejemplo (fig. 21, a). Restituyendo dicha circunferencia 
y cambiando los colores (el negro por el blanco y viceversa) 
a un lado de la misma (por ejemplo, en su interior), obten- 
dremos, como se comprueba fácilmente, un mapa bien colo- 
reado con dos pinturas (fig. 21, b). 

Problema 14. En el plano se tienen n circunferencias 
con una cuerda en cada una. Demuéstrese que bastan tres 
pinturas para coloréar bien el mapa que forman (fig. 22). 


. SUGERENCIA. Considéremos un mapa formado por » circunferen- 
cias con sus cuerdas bien coloreado con tres pinturas «, f y y- 
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Tracomos la circunferencia (n + 1)-ésima, consideremos los países 
que aparecen en su interior y cambiemos sus colores según el esquema 
a 1 B > y, y > xu a un lado de la cuerda correspondiente y según 
el esquema a > y, $ > a.y—>bB al otro lado de la cuerda. 


Ejemplo 16. (Teorema de los dos colores.) Para que dos 
colores basten para la coloración buena de un mapa es 


b) 


FIG. 24 


necesario y suficiente que en todo vértice converja un núme- 


ro par de dronteras. 
SOLUCIÓN. La necesidad de esta condición es evidente ya 
que dos pinturas no alcanzan para colorear bien ni siquiera 


FIG. 22 


los países que rodean cualquier vértice en el que converge 


un número impar de fronteras (fig. 23). 
Para demostrar la suficiencia apliquemos la inducción 
según el número de fronteras, 5 
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1%. Si el mapa tiene dos fronteras, la proposición se 
haco evidente (fig. 24). 

27. Supongamos que el teorema es válido para todo mapa 
tal que en cada uno de sus vértices converge un número 
par de fronteras sin que el número total de las fronteras 
pase de n. Consideremos un mapa 5 que verifica esta misma 
condición pero tiene n -+ 1 fronteras. Arrancando de un 
vértice cualquiera A del mapa S, avancemos en dirección 
arbitraria según las fronteras. Puesto que el número de 


FIG. 25 FIG, 24 


vértices es finito, volveremos, al fin y al cabo, a uno de los 
vértices ya considerados (el mapa no contiene vértices 
terminales por cuanto no existen fronteras que no separan 
países) de modo quo habrá un contorno cerrado que no se 
cruza formado por fronteras del mapa. Eliminándolo, 
obtendremos un mapa 5” de menor número de fronteras que 
también tendrá un número par de fronteras en cada uno 
de sus vértices (ya que en todo vértice del mapa S hemos 
eliminado un número par —igual a O o a 2— de fronteras). 
En virtud de la hipótesis inductiva, dos pinturas alcanzan 
para la coloración buena del mapa S”. 

Restituyendo el contorno eliminado y cambiando todos 
los colores a un lado del mismo (por ejemplo, en su interior), 
obtendremos una coloración buena del mapa S. 

Ejemplo 17, (Teorema de los tres colores). Para que tres 
colores alcancen la coloración buena de un mapa normal 
es necesario. y suficiente que cada uno de sus países tenga un 
número par de fronteras. 

DEMOSTRACION. La necesidad de esta condición es evidente 
ya que, habiendo un país g de'un número impar de froñteras, 
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tres pinturas no alcanzarán ni siquiera para colorear bien g 
y los países fronterizos (fig. 25). 

Para demostrar la suficiencia apliquemos la inducción 
según el número n de países. 

17. Para un mapa normal de tres países (véase la fig. 18, a) 
nuestra proposición se hace evidente. Es obvio que también 
alcanzan tres pinturas en el caso de un mapa normal de 
cuatro países como el representado en la fig, 18, b (bastará 
dar el mismo color al país «interior» y a la región exterior). 


%2 


FIG. 25 FIG. 26 


Por último, un mapa normal como el de-la fig. 18, c no 
cumple la condición de que sea par el número de fronteras 
de cada país, Es decir, tres pinturas bastan para colorear 
bien cualquier mapa normal de 3 ó 4 países, cada uno con 
un número par de fronteras. 

2. Supongamos que el teorema es válido para cualquier 
mapa normal formado por r — 1 o n países, cada uno con un 
número par de fronteras. Consideremos un mapa normal $ 
lormado por nr + 1 países que verifican esta misma condi- 
ción. Como se deduce del ejemplo 14, en el mapa S habrá 
un país o con cinco fronteras todo lo más. En nuestro caso g 
puede tener dos o cuatro fronteras. Analicemos estas posi- 
bilidades. 

A. 0 tiene dos fronteras. Sean A y B los vértices de este 
país y sean 0, y 02 los países fronterizos (fig. 26). Elimi- 
nando la frontera entre los países y y 0,, obtendremos un 
mapa S' que continuará siendo normal ya que los puntos 
A y B dejarán de ser vértices (pues hemos convenido en eli- 
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minar los vértices que huelgan) mientras que en los demás 
vértices subsistirá el número de fronteras convergentes 
a ellos. Cada uno de los países del mapa S” también tendrá 
un número par de fronteras ya que este número disiminuirá 
en 2 para los países 0, y 0, y Subsistirá para todos los países 
* restantes. Pero el mapa S” comprende n países de modo que, 
en virtud de la hipótesis inductiva, tres pinturas «, P y y 
bastarán para colorearlo bien. Supongamos que los países 
0, =6, +0 y 0, =03 llevan los colores a y f,-respecti- 
vamente. Restituyendo el país o y dándole el color y, ob- 
tendremos una coloración buena del mapa $. 
B. o tiene cuatro fronteras. Puede ocurrir que entre los 
países opuestamente adyacentes a Ud hay dos fronterizos 


> 


a) 


FIG, 27 


o, incluso, coincidentes (fig. 27, a ó 18, b); pero en este 
caso los otros dos países adyacentes a o no pueden tener 
frontera común ni coincidir. Sean Ud, y 0, estos países 
(fig. 27, b). Agreguemos los países 0, y 0, al país o, elimi- 
nando las fronteras AB y CD. Es obvio que el mapa obte- 
nido $” también será mormal. Además cada uno de sus 
países tendrá un número par de fronteras. En efecto, si 
los países 0,, Oz, 03 y 04 tenían, respectivamente, 2k,, 2ko, 
2kg y 24 fronteras, el país 0” =0 +0, +0, tendrá 
2kz + 2k, — 4 fronteras, el país 0; =0, tendrá 2%, — 2 
fronteras y el país 0; = 02 tendrá 2ky — 2 fronteras mien- 
tras que todos los países restantes conservarán su número 
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de fronteras. (Si 0, y 0 son un mismo país, éste tendrá 
en el mapa $” cuatro fronteras menos que en el mapa $.) 

Pero el mapa $” tiene n — 1 países de modo que, en 
virtud de la hipótesis inductiva, tres pinturas a, B y y 
bastarán para colórearlo bien. Demíostremos que los países 
G, y 0; tendrán el mismo color (esto es evidente si 0, y 0; 
coinciden). En efecto, supongamos que el país o” tiene el 
color a y que el país a; tiene el color $; como quiera que a” 
toca a lo largo de MN un número impar 2k, — 3 de países 
cuyos colores deben, obviamente, alternarse de este modo: 
Y Ó, Y, B, +. ., y, resulta que el país a; debe llevar el 
color f. Restituyendo el país g y dándole el color y, obten- 
dremos una coloración buena del mapa S. 

Ejemplo 18. (Teorema de los cinco colores.) Cinco. colores 
alcanzan para colorear bien cualquier mapa normal. 

DEMOSTRACIÓN. 1”. Para un mapa de cinco países todo 
lo ml la proposición es evidente. 

?. Supongamos que el teorema es válido para todo mapa 
Mt de n —1 o n países. Consideremos un mapa nor- 
mal S de n-+- 1 países. Según hemos demostrado en el 
ejemplo 14, el mapa 'S contiene al menos un país o de cinco 
fronteras todo lo más, Consideremos todos los casos que 
pueden presentarse. 

a) O tiene dos fronteras (véase la fig. 26). Sean 0, y 0% 
los países fronterizos con o. Agregando a a el país 0,, obten- 
dremos,un mapa normal S' de n países. En virtud de la 
hipótesis inductiva, cinco pinturas alcanzan para colorearlo 
bien. Los países 0; = 0 + 01 y 0, =0% tendrán entonces 
dos dé estos cinco colores. Restituyendo el país q, podemos 
darle”uno de los tres colores restantes. 

b) o tiene tres fronteras (fig. 28, a). Agreguemos 0, a 0. 
Coloreando primero el mapa obtenido $” con cinco pinturas, 
podremos después dar a o uno de los dos colores que no-se 
han empleado para la coloración de los países 0, = 0 + 01, 
0, =0z Y 0,= 07 

c) a tiene cuatro fronteras (fig. 28, b). Habrá dos países 
adyacentes a ou que no coinciden (véase el ejemplo 17). 
Agregando a y uno de ellos, digamos 02, obtendremos un 
mapa S” de n países que, en virtud de la hipótesis inductiva, 
admite una coloración buena de cinco pinturas. Los países 
os Uy, O LA E 0,05 =03 Y 0¿=0, tendrán entonces 
cuatro de los cinco colores posibles (o menos si 0, y 0% 
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coinciden o tienen el mismo color). Restituyendo el país a, 
podromos darle el quinto color. 

d) O tiene cinco fronteras (fig. "28, c). Igual que en el 
ejemplo 17, habrá dos países adyacentes a 6 que no son 
fronterizos ni coinciden; sean 0, y 0y estos países. Agre- 
gándolos a o, obtendremos un mapa normal $” de n — 1 
países. En virtud de la hipótesis inductiva, cinco pinturas 


5 FIG. 28 


bastarán para la coloración buena del mapa 5”. Los países 
0%, =0,+0+0;, 0,=037, 06, =0, Y 0,=05 tendrán 
entonces cuatro de estos cinco colores. Restituyendo el 
país a, podremos darle el quinto color. 

Problema 15. En un planeta esférico hay varios estados; 
una parte de ellos ocupan una región (conexa) del planeta, 
mientras que los demás constan de dos partes que no tienen 
frontera común. Demuéstrese que el mapa del planeta 
(representado en un plano o en un globo que reproduce la 
forma del planeta) puede ser bien coloreado con 12 pinturas 
de modo que cada estado (independientemente de constar 
de una o de dos partes) quede cubierto por una pintura 
y que no haya dos estados con frontera común pintados 
del mismo color; sin embargo, 11 pinturas pueden no alcan- 
zar para colorear de esta forma el mapa. 


SUGERENCIA- Mostremos, ante todo, que 12 pinturas aleanzan, en 
éfecto, para colorear cualquier mapa de la estructura descrita cum- 
pliendo todas las condiciones del problema. Por supuesto, esta afirma- 
ción es válida para cualquier mapa que no comprenda más de 12 esta- 
dos (en este caso, cada estado puede ser pintado de un color); supon- 
gamos ahora que la afirmación ha sido demostrada ya para todos los 
mapas que no contienen más de n estados (donde n > 12) y demostre- 
mos que en tal caso también será válida para cualquier mapa que com- 
prenda n + 1 estados. De la misma forma que ártes, podemos limitar- 
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nos sólo al caso de mapas normales; además, podemos aceptar que cada 
país consta de dos trozos ya que si un país o consta de un trozo único, 
podemos con «generosidad» agregar a G un territorio pequeño tomado 
en una vecindad de un vértice del mapa én el que se tocan tres países 
distintos de g. Finalmente, podemos excluir también el caso de paísos 
«anulares» ya que si o, es un país de este tipo y. 0” y 0” son dos países 
limítrofes de o, por dentro y por fuera, respectivamento, podemos agre- 
gar a o' una franja «transversal» estrecha limítrofe con el (nuevo) país 
0, y con los países o” (antiguo) y o”; si logramos colorear bien con 12 
pinturas el mapa nuevo, también podremos hacerlo para el mapa an- 
tiguo. 

Como de costumbre, designemos ahora por p, ¿ y s el número de 
vértices, fronteras y países de nuestro mapa; en tal caso, 21 = 3p ya 
que el mapa es normal (véase la pág. 41). Por otro lado, el teorema 
de Euler (ejemplo 13) puedo escribirso on este caso así: 2s + p = 
= 1-42 puesto que el número total de regiones del mapa es igual 
ahora a 25 y no a s. 

De las dos últimas igualdades obtenemos fácilmente 

4s= p 440, que viene a ser lo mismo, 12s = 3p + 12. 

Designando ahora por s; (donde ¿= 4, 5, 6, .. .) el número de 
pue de ¿ frontoras Ne por consiguiente, de ¿ vértices; en otras pala” 

ras, el número do polígonos de ¿ lados) y valiéndonos de que en cada 
vértice. del mapa se tocan tres países, o sea, que esto vértice se obtiene 
«pegando» tros vértices do países del mapa, escribiremos la igualadd 
12s = 3p + 12 así: 
12 (34d 05d 86h +.) = (684 + 585 + O50 +...) Y 12 
lo que se transforma en 


8 + 785 +689+h + 28104511 819 4254 438154... +42. 


Pero el segundo miembro de la última igualdad es positivo; luego, 
también es positivo su primer miembro, o sea, al menos uno de los 
NÚMOrOS sq, Sp, Sg, . » ., $1, OS positivo. De esta forma obtenemos que 
el mapa contiene un país con el númoro de fronteras <14; agregando 
dos partes de este país a países limítrofes, obtenemos un mapa de n 
países que, en virtud de la hipótesis inductiva, puede ser coloreado, de 
dondo se deduce inmediatamente la posibilidad de la coloración reque- 
rida del mapa inicial de n +4 1 países. 

Para probar que 11 pinturas no alcanzan en todos los casos, basta. 
demostrar que es factible un sistema que cumple las condiciones del 
problema y que consta de 12 países cada par de los cuales tieño fron- 
tera común (véase la fig. 29). 

EJEMPLO 19. (Teorema de Volinski").) Cuatro pinturas alcanzan. 
para la coloración buena de un mapa normal si, y sólo si, sus fronte- 
tas pueden ser bien numeradas empleándose tres cifras, 

SOLUCIÓN. A. Si cuatro pinturas alcanzan para la coloración 
buena de un mapa normal, sus frontoras pueden sor bien numeradas 
empleándose tres cifras. 


) 2) V. V. Volinski (19231943), matemático sovié- 
tico, caído en el frente de la Gran Guerra Patria. 
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Sea S un mapa normal bien coloreado con las cuatro pinturas a, 
B, y y 5. Empleemos la cifra 1 para las fronteras entre países de color 
e y Bo de color y y ó, la cifra 2 para las fronteras entre países de color 
a yyode color $ y 6 y la cifra 3 para las fronteras entre países de co- 
lor a, y 5 o do color f y y. Esta numeración de las fronteras será buena: 
en efecto, si en un vértice A convergen dos fronteras de una misma 
cifra (digamos, de cifra 1 como en la fig. 30), los países dz y Oy, sepa- 
rados de 0, por fronteras de un mismo número, deben tener también 


FIG, 29 


el mismo color (por ojemplo, sí a, tiene en nuestro caso el color «, los 
países 0, y 03 tendrán el color $); pero esto no puede ocurrir ya que 
02 y 03 Son países fronterizos. 

B. Si las fronteras de un mapa normal pueden ser bien numeradas 
empleándose tres cifras, cuatro pinturas alcanzan para la coloración 
buona de sus países. Para demostrar esta proposición aplicaremos la 
inducción según el número n de países. 

Yo. En el caso de un mapa normal de tres países (fig. 48, a) oxisto 
un modo único (salvo el orden de las cifras) de numorar sus fronteras 
mediante las cifras 1, 2 y 3. Coloreemos este mapa como se indica en 
la fig. 31, a de modo que: la frontera entre los países de tolór a y B 
Vove el número 1, la froñtora entre los países de color f y Ó tenga el 
número 2 y la frontera sino los países de color a y $ Al número 3 


É 
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Supongamos que se tiene una coloración buena de cuatro pintu- 
ras a, P, y y 5 de un mapa S y una numeración buena de sus fronteras 
tal que las frontoras entre los colores « y f y entre los colores y y 6 
Meovan el número 1, las fronteras entre los colores a y y y entre los 
colores $ y 6 llevan: el número 2 y las fronteras entre los colores a 
y $ y entre los colores $ y y llevan el número 3; en este caso diremos 


1 j 
mn e 1 E 
3 
a) 2 
FIG. 30 FIG. 31 


que se tiene una coloración admisible. Hemos demostrado que existe 
una coloración admisible de cuatro pinturas para todo mapa normal 
elemental de tres países. Demostremos qe esto mismo es válido para 
todo mapa normal de cuatro países (fig. 18, 5 y c). Existe un modo úni- 
co (salvo el orden de las cifras) de numerar bien las fronteras del mapa 


1 


a) 6) 


FIG. 32 


representado en la fig. 18, e mediante las cifras 1, 2 y 3 (fig. 31, b). 
La coloración de este mapa indicada en la fig. 34, 6 será admisible. 
El mapa representado en la fig. 18, b admite para sus fronteras dos 
numeraciones, distintas por su esencia (fig. 32, a y b). Las coloraciones 
de estos mapas indicadas en la fig. 32, a y » también serán admisibles. 

20, Supongamos que todo mapa normal de n — 1 0 n países cuyas 
fronteras están bien numeradas mediante tres cifras puede ser colore- 
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ado admisiblemente con cuatro pinturas. Consideremos un mapa nor- 
mal S den + 1 paísos cuyas fronteras también están bien numeradas 
mediante tros cifras. Según hemos visto en el ojemplo 14, en el mapa 
$ existe un país a de cinco fronteras todo lo más. Consideremos los 
distintos casos quo pueden presentarso. 

8) O tlene dos fronteras. En la fig. 33, a representamos la única 
(salvo el orden de las cifras) numeración posible de las fronteras en 
una vecindad de g. Agreguemos 0, al país o asignando el número 1 a 
la nueva frontera MN que separa los potes 0 = 0, 4-0 y 040, 
(fig. 33, b) y conservando los números de las demás fronteras. Obten- 
dremos un mapa normal $5” cuyas fronteras estarán bien numeradas 


FIG. 33 


mediante tros cifras. Puesto que ol mapa $” está formado por n países» 
existe una coloración buena de cuatro pinturas del mismo; además» 
si el color del país, oí es a, el color del país 0; será $. Restituyendo el 
país o y dándole el color y, obtendremos una coloración admisible del 
mapa $ do cuatro pinturas. 

b) O tlene tres fronteras. En la fig. 34, a representamos la única 
numeración posible de las fronteras en una vecindad de o. Suponiendo 
que el mapa $ ostá trazado sobro una polícula elástica, contraigamos 
el país o a un punto de modo qu las fronteras AB, BC y AC desa- 
parezcan y los vértices A, B y € se confundan en un punto: A = B = 
= C=A' (fig. 34, b). Conservando tanto Ja numeración de las fron- 
teras MA', NA” y PA” (quo provienen de MA, NB y PC) como la 
numeración de todas las demás, obtendremos un mapa S” de fronteras 
bien numeradas. Puesto que el mapa S” comprende n poíses, existe una 
coloración buena de cuatro pinturas del mismo; además, si ol color 
del país o; es zz, el color del país 0 será 6 y el.color del país 0; será y. 
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Restituyendo el país g y dándole el color f, obtendremos una colora- 
ción admisible del mapa S. 
€) 6 tiene cuatro fronteras. En oste caso existen dos numeraciones 
posibles, distintas por su osoncia, de las fronteras en una vecindad de 
a tig, 35, a y fig. 36, a). 
'onsideromos el primer caso (fig. 35, a). Existirán dos países 
fronterizos con o que no poseen frontera común (véase el ejemplo 17). 


FIG. 34 


Puesto que, desde el punto de vista de la numeración de fronteras, la 
situación esla misma para ambos pares 0,, 07 y 07, 04 de países opues- 
tos, podemos aceptar que no tienen Hrontora común los países 0, 


FIG. 35 


Y y. Agreguemos a o ambos países 0, y 04 asignando el número 3 a 
as fronteras nuevas NP y MO (fig. 35, b). Obtendremos un mapa nor- 
mal S' de fronteras bien numeradas. Puesto que el mapa 5” comprende 
n — 1 paísos, existe una coloración buena de cuatro pinturas del mis- 
mo; además, si el color del país 0” = 0, + 03 + 0 €s «, el «color de 
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los países 0¿ = 0, y 0, = 0, será 8. Restituyendo el país a, le dare- 
mos el color $. 

En el segundo caso (fig. 36, a) podemos razonar de un modo aná- 
logo si es que los países sin frontera común son d, y Vs; pero, conser- 
vando el número 3 de la nueva frontera NP, deberemos asignar a la 
nueva frontera MQ el número 2 (fig. 36, 5); el color del país 0, = 0, 


FIG. 36 


Cae Y restituyendo el país a, tetnbién en este caso le daremos el 
color b. 

Supongamos, por último, e los paísos sin frontera común son 
da Y 04. Contraigamos el cuadrilátero ABCD en un segmento de modo 
que el punto A coincida con el punto B, el punto C coincida con el 
punto D y el segmento BC so confunda con AD. Conservando la numo- 
ración de las fronteras MA, NB, PC y QD, asignemos a la nueva Íron- 
tera BC = AD el número 1 (fig. 36, c). Obtendremos un mapa normal 
S” de fronteras bien numeradas. Puesto que el mapa S” comprende n 
países, existe una coloración buena de cuatro pinturas del mismo; 
además, si ol color del país 0; es o. los colores de los países 05, 04 Y 
ay során 5, a, y y, respectivamento. Restituyendo el país a, le dare- 
mos el color $. 

d) 9 tiene cinco fronteras. En este caso existe un modo único (salvo 
el orden de las cifras 1, 2 y 3) de numerar las fronteras en una vecindad 
dol país o (fig. 37, a). 

Consideremos primero el caso en que el país ay no coincide ni 
tieno frontera común con ninguno de los países-0 y 04. Agregando 05 
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al país o, asignomos los números 2 y 4 alas nuovas fronteras MB y 
RD y cambiemos por 1 y 2 los números de las fronteras BC y CD, 
respectivamente. Obterdremos un mapa normal S” (fig. 37, b) de * 
fronteras bien numeradas. Puesto que el mapa S* comprende n países,. 
existe una coloración buena de cuatro pinturas del mismo; además, 
si el color del país a” = o + 05 es «, el color de los países 07 y 04 Será 


FIG. 37 


B mientras que el color de los países o; y 0% será y. Restituyendo el 
país a, le daremos el color $. 

Si el país os es fronterizo o coincide con 0,, los países 0, y 03 no 
coinciden ni son fronterizos; si ol país os es fronterizo o coincide con 
99, los países 0, y 9, no pueden coincidir ni ser fronterizos. Puesto que, 
desde el punto de vista de numeración, la situación es la misma en 
ambos casos, basta considerar el caso en que los países 0, y 03 No coiñ- 
ciden ni son fronterizos. Agregando ambos países a g, asignemos a las 
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nuevas fronteras NP, ME y EQ los números 3, 2 y 3, respectivamente. 
Obtendremos un mapa normal S” (fig. 37, ec) de fronteras bien nume- 
radas. Puesto que el mapa S' comprende n — 1 países, existe una 
coloración buena de cuatro pinturas del mismo; además, si el color 
del país 0” = 0 +0, + 9 es a, el color de los países 07 = 0 Y 0% = 
= 9, sorá 8 mientras que el color del país 05 = 0 será y. Restituyendo 
el país o, le daremos el color f. 

Puesto que se desconoce si existe una coloración buena de cuatro 
pinturas de cualquier mapa normal, también se desconoce si existe 
una numeración buena de tres cifras para las fronteras de-cualquier 
mapa normal. Sólo puede demostrarse la siguiente proposición. 

EJEMPLO 20. Cuatro cifras alcanzan para numerar hien las fron- 
teras de cualquier mapa normal. 

DEMOSTRACIÓN. Demostraremos esta proposición para el caso de 
cualquier mapa (no necesariamente conexo; véase la pág. 33) en cuyos 
vértices convergen tros fronteras a lo sumo. Aplicaremos para ello la 
inducción según el número n de vértices del mapa. 

Si n= 2, la proposición se hace evidente. 

2”. Supongamos que la proposición es válida para cualquier mapa 

de n vértices en cada uno de los cuales convergen tres fronteras a lo 


Ao 
A 
Ao S 
3 2 y 
1 3 
« 
1 2 A 
, A, 
a) 5) c) 
FIG. 38 


sumo. Consideremos un mapa S de n + 4 vértices que cumplo la mis- 
ma condición. Eliminando uno de ellos, digamos Ag, y las fronteras 
que le corresponden, obtendremos un mapa S” do n vértices en cada 
uno de los cuales convergen tres fronteras a lo sumo. En virtud de la 
hipótesis inductiva, cuatro cifras 1, 2, 3 y 4 alcanzan para la numera- 
ción. buena do las fronteras del mapa S”. Restituyamos el vértice Ap 
y sus fronteras. Se pueden presentar tres casos. 

a) El vértico Ay está unido (mediante una, dos o tres fronteras) u 
un vértice Ay nada más del mapa 5” (fig. 38, a. D y c). En este caso es 
fácil pasar de la numoración de las fronteras del mapa $” a una nume- 
ración huena de Jas fronteras del mapa $. 

b) El vértice Ay está unido.a dos vértices A, y Az del mapa $” 
con la particularidad de que puede habor dos fronteras que lo unen 
con uno do ostos vértices (lig. 39, e y 6). Es fácil ver que en cualquiera 
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do los casos sa puedo pasar de la numeración de las fronteras del mapa. 
S” a una numeración buena de las fronteras del mapa $. 

e) El vértice Ag está unido a tres vértices A, A2 y Ay del mapa 
5” (fig. 40). La situación más desfavorable se dará si por cada uno de 
los vértices Ay, Az y Ay del mapa $” pasan dos fronteras exactamente. 


FIG. 39 


En este caso los números de cada una de las fronteras A04y, ApAz Y 
A0A, so podrán elegir entre pares de cifras; será imposible escoger 
tros números distintos entre estos paros sólo si estos últimos coinciden, 
o sea, si tienen los mismos números, digamos 1 y 2, los tros pares de 
fronteras del mapa 5” que pasan por los vértices A,, A2"y Ay, Conside- 
remos entonces en el mapa S' el contorno de longitud máxima que 


FIG. 40 


arranca del vértice A, y está formado por fronteras de números 1 y 3 
alternadamente (este contorno puede comprender una frontera nada 
más y también puede terminarse en uno de los vértices 47 6 Ay). 
Dicho contorno no podrá cruzarse ya que, por hipótesis, las fronteras 
del mapa S' están bien numeradas. Intercambiemos los números de las 
fronteras que lo componen sustituyendo la unidad por el tres y vice- 
vorsa. Es evidente que la numoración' de las fronteras del mapa 5” 
seguirá siendo buena, pero en esta nueva numeración no podrán tener 
las mismas cifras los Lres pares de fronteras del mapa S'que pasan 
por los vértices Ay, Az y Ag; en tal caso, será fácil pasar de lanume- 
ración buena de las fronteras del mapa S' a una numeración buena de 
las fronteras del mapa $. 
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$3. 
CONSTRUCCIÓN 
POR INDUCCIÓN 


El método de inducción matemática puede aplicarse 
a la solución de problemas de construcción sólo si en las 
condiciones del problema figura un número entero positivo n 
(como, por ejemplo, en los problemas de construcción de 
n-gonos). Veremos a continuación varios ejemplos de este 
género. Con la particularidad de que, a lo largo de este 
parágrafo, consideraremos también polígonos entrecruzados 
(fig. 41); en otras palabras, por polígono se entiende en la 
mayoría de los problemas cualquier quebrada cerrada 
ÁAldr o... An: 

Ejemplo 21. En el plano se toman 2n +1 puntos. 
Constrúyase un (2n 4- 1)-gono tal que estos puntos sean 
los puntos medios de sus lados. 

SOLUCION. 1. Si n = 1, el problema consiste en construir 
un triángulo a partir de los puntos medios de sus lados y se 
resuelve fácilmente (basta trazar por cada uno de los tres 
puntos dados la paralela a la recta que une los otros dos 
puntos). 

2%. Aceptando que sabemos construir un (2n — 1)-gono 
a partir de los puntos medios de sus lados, consideremos 


2n +4 puntos Aj, Ag...) Agn+, que son los puntos 
medios de los lados del (2n + 1)-gono buscado 2,Ta .. 
Tanta 


Tomemos el cuadrilátero 2/Tgn-1TonTon+1 (fig. 42). Los 
puntos Azn=1) Ásn Y Agn+, Son puntos medios de sus tres 
lados Lon=ilans Content Y Ton+1?1- Sea A el punto medio 
del cuatro lado 2,%7n-, El cuadrilátero Ayn-14 2 A 0414 
es un paralelogramo (para demostrarlo basta trazar la 
recta 2,23, y considerar los triángulos 2,¿Pgn41%2n Y UT 2n-1T2n5 
los segmentos An 4Asn+r Y Agn-14 bisecan los lados de estos 
triángulos); puesto que conocemos los puntos Az. Az 
Y Agn+1, es fácil construir el cuarto vértice A del paralelo- 
gramo. Los puntos Ar, 42, ..., Agn=a A son los puntos 
medios de los lados del: (2n.— 1)-go0n0 2,T2 .. . Zen-, Que 
sabemos construir en virtud de la hipótesis hecha. Por eso, 


60 


resta construir los segmentos Ztan+1 Y Tan-1Ton (a partir 
de los puntos 7, y Yan ., que ya conocemos) de modo que los 
puntos Agn+1 Y Agn-, (también conocidos) sean sus puntos 
medios. 

En el caso de un polígono que no se entrecruza está 
elaro cuáles son los puntos interiores y cuáles son los puntos 
exteriores (respecto a este polígono). En el caso goneral 
dichos conceptos carecen de sentido; por ejemplo, no pode- 
mos precisar si el punto A de la fig. 41 está dentro o fuera 
del polígono. Por eso, introduciremos la definición siguiente. 


FIG. 41 


Sea AjAz ... An un polígono cualquiera. Determinomos 
para este polígono una determinada dirección del recorido 
de sus vértices (por ejemplo, en el orden A,, Az, ..., An). 
Supongamos que apartir de uno de-sus lados, digamos AA), 
se ha construido un triángulo A,BA,. Si la dirección del 
recorrido de los vértices del triángulo que determina el 
urden A,, Az, B es opuesta a la dirección del recorrido de 
los vértices del polígono (o sea, en caso de que una siga 
la marcha de las agujas del reloj y la otra vaya en contra), 
diremos que el triángulo está dirigido hacia el lado exterior 
respecto al polígono; en cambio, si las direcciones de los 
recorridos de los vértices del triángulo y del polígono coin- 
cidon, diremos que el triángulo está dirigido hacia el lado 
interior vespecto al polígono. 
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Ejemplo 22. En el plano se toman » puntos. Constrúyase 
un r-gono tal que sus lados sean bases de los triángulos 
isósceles cuyos vértices son los n puntos considerados y 
cuyos ángulos en dichos vértices Son %,, Ag, ++ ., Un)» 

SOLUCIÓN. Aceptaremos que algunos de los ángulos 
%1) Ag) + + +» An pueden incluso pasar de 180”, pero tomando 
el acuerdo de que el triángulo isósceles correspondiente 
estará dirigido hacia el lado exterior respecto al polígono 


si a <180” y hacia el lado interior si « > 180” (en este 
último caso el ángulo en el vértice será igual a 360” — a). 

4%. Sea n =3. Supongamos que el problema ha sido 
resuelto de modo que z,, zz y xs son los vértices del trián- 
gulo pedido, o sea, sus lados son bases de los triángulos 
isósceles cuyos vértices están en los puntos considerados 
A, Ay y Ay y cuyos ángulos en dichos vértices son ;, %z Y %g 
(fig. 43, a). Por efecto de la rotación del plano de ángulo %, 
alrededor del punto A, (aceptamos que todas las rotaciones 
se realizan en contra del movimiento de las agujas de un 
reloj) el vértico x, se transforma en za; por efecto de la 
rotación de-ángulo a, alrededor del punto 4), el vértice 2, se 


1) El ejemplo anterior resulta un caso particular 
del ejemplo 22 si se toma % = Uy => - +. = a = 180%. 
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transforma en x¿. Ambas rótaciones realizadas sucesivamente 
equivalen a una sola rotación de ángulo a, + %%z alrededor 
de un punto A que puede ser construido (a partir de los 
puntos A, y Az y de los ángulos a, y ez) del modo siguiente: 
sobre el segmento 4,43 construimos en los puntos A, y Az ' 


los ángulos Y y 2: el punto A en el que se cortan los otros 
Zi» 


dos lados de estos ángulos será precisamente el centro de 
la rotación resultante de ángulo a, + a. [véase, por ejemplo, 
$ 2, capítulo I, parte primera del libro vH, M. Henom, Veomer- 
PauecKHe IPeoÓpazoramKa, I, M., Tocrexmsmar, 1955 
(1. M. Yaglóm, Transformaciones geométricas, volumen 1)] 
Por efecto de esta rotación resultante, el vértice x, se trans- 
forma en xj. Luego, el vértice xj se transformará en 2; 
por efecto de la rotación de ángulo 360? -— (a, + as) alre- 
dedor del punto 4 y, por consiguiente, el punto A es el 
vértice del triángulo isósceles de base 2,2, y de ángulo 
360% — (u%, + %,) en el vértice. 

Si los puntos A y Ag no coinciden (lo que sólo puede 
ocurrir si %, + 0% + %5 5% 360" -k), podemos construir a par- 
tir de ellos el lado x,7¿. Con este fin habrá que construir 
en los puntos A y 4g, a ambos lados del segmento A43, 

o 
ángulos respectivos de 0 4 y de $ sus lados 
se cortarán precisamente en los vértices x, y 29 del triángulo 
podido. No ofreco dificultad construir después el vértico xa, 

Si Q, + % + dy = 360% -k (o sea, si los puntos Ay As 
coinciden), el problema no admite solución única. 

2*. Supongamos que sabemos construir un a-gono a”par- 
tir de los vértices de los triángulos isósceles que descansan 
en sus lados y que tienen determinados ángulos en los 
vértices, Se pide construir un (m + 1)-gono a partir de los 
vértices Ay, Az, ---, An, An+1 de los triángulos isósceles 
que descansan en sus Jados y que tienen ángulos respectivos 
Apr gs 0 01 As O En los vértices. 

Sea 2,%y ... Untr+, el (n + 1)-gono pedido (fig. 43, b). 
Consideremos el triángulo 2,%,Tp+1. A partir de los vértices 
An Y An+, de los triángulos isósceles 2.AnTa+1 Y Tn+14n+171 
que descansan en los lados ZpTp41 Y Tp+1%1) podemos encon- 
trar, razonando igual que en 1”, el vértice 4 del triángulo 
isósceles 7,4x, que descansa en la diagonal x,%, y que 
tiene el ángulo en el vértice igual a 360% — (0, + 0tp41). 
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Con ello nuestro problema quedará reducido al problema 
sobre la construcción del n-gono x,Tz ... %, a partir de 
los vértices Aj, Az, - - -, An-1 4 de los triángulos isósceles 
que descansan en sus lados y a partir de los ángulos d%,, %, ... 
++» Gpj, 360% — (% + %n+1) en dichos vértices. En vir- 
tud de la hipótesis inductiva, el n-gono 2,%3 ... %, puede 
ser construido; realizado esto, será fácil construir después 
el (1 + 1)-gono 2%... Trln+r 

Sia, +a3+ -... +4. = 360” -k, el problema no ad- 
mite solución única o no la tiene (¿por qué?). 

Problema 16. En el plano se toman n puntos. Constrúya- 
se el n-gono tal que estos puntos sean vértices de los trián- 
gulos que descansan en sus lados y que tienen determinados. 
ángulos en dichos vértices y determinada rolación entre 
sus laterales. 


SUGERENCIA. El problema puede ser resuolto aplicando razona- 
mientos análogos a los empleados en el anterior (que es un caso parti- 
cular suyo) sólo en lugar de la rotación de ángulo a, alrededor dol 
punto Ay habrá que considerar abora la transformación de semejanza 
que es resultado de la rotación do ángulo a, alrededor del punto A, 
y de la homotecia de mismo centro A, y de razón igual a la que oxiste 
entre los lados del triángulo correspondiente (procediendo del mismo 
modo en los demás puntos dados). La realización sucesiva de dos trans- 
formaciones de este tipo equivale a una tercera transformación del 
mismo género (véase, por ejemplo, $ 2, capítulo I, parto segunda dol 
libro de I. M. Yaglóm mencionado más arriba). Por consiguiente, 
podromos encontrar, a partir de los vértices A, y Ay de los triángulos 
21241 Y 2234 y, ol vértice A del triángulo z,x¿4 que descansa en el 
segmento 2,13 Y que tiene un ángulo determinado en su vértice y una 
razón determinada entre sus laterales (empleamos las denotaciones 
dol ejemplo anterior). 

El lado 2,14 del triángulo z,1,7y so puede construir a partir de los 
puntos A y Ay del modo siguiente. La realización sucesiva de dos de- 
terminadas transformaciones de semejanza de centros A y A, trans- 
forma x, en sí mismo (primero z, se transforma cn xy y después xy se 
transforma en x,) y equivale a una sola transformación de semojanza 
de contro en un punto 2 que puede ser construido. Puesto que el punto 
B se transforma en sí mismo, coincide con el punto buscado En 

Si la suma do los ángulos en los vérticos es múltiple de 360" y el 
producto de las razones de los lados es igual a uno, ol probloma no 
admite solución única o no la tione. 


Ejemplo 23, En el plano se toman una circunferencia 
y » puntos. Constrúyase el n-gono inscrito en la circunferen- 
cia cuyos lados pasan por estos puntos. 

SOLUCIÓN. El problema es difícil; para.resolverlo hay que 
aplicar el método de inducción matemática procediendo de 
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un modo absolutamente inesperado. Resulta que no podomos 
emplear la inducción según el número n de los lados del 
polígono. En lugar de ello nos vemos obligados a considerar 
un problema más general sobre la construcción dol n-gono 
tal que k lados sucesivos del mismo pasan por k puntos 
dados mientras que los otros n —k lados son paralelos 
a rectas dadas (este problema coincide con el nuestro sí 
k = n) realizando la inducción según el número k. 

1”. Si k =1 se trata del problema siguiente: construir 
el n-gono inscrito en la circunferencia de modo que su lado 


AA, pase por un punto determinado P y los demás n — 1 
lados A¡Ay, Az Ag, - - -, An-1 A, sean paralelos a las rectas 
rospectivas l,, la, -.., lnoy 

Supongamos que hemos resuelto el problema construyendo 
el polígono pedido (fig. 44,4 y b). Tomemos en la circun- 
ferencia un punto cualquiera B, y construyamos el polígono 
inscrito B,B, . ... B, cuyos lados B,By, BaB3, -. ., Bn-1Bn 
sean paralelos a las rectas l,, la, . . ., ln-,, respectivamente. 
Entonces, serán iguales los arcos A,B,, A2B», -.., AnBn 
y, además, los arcos A,B, y AB, AzBy y AyBy, ete. tendrán 
direcciones opuestas en la circunferencia. Por consiguiente, 
si n es par, los arcos 4,B, y A,B, tendrán direccionés opues- 
tas de modo que el cuadrilátero A,B,B,A, será trapecio 
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isósceles de bases A¡4, y B,B, (fig. 44, a), de donde resulta 
que el lado 4,4, del polígono pedido es paralelo al lado 
BB, del n-gono B,By... . Bn; es decir, en este caso debe- 
mos trazar por el punto 2? la paralela a B,B,; realizado 
esto, será fácil determinar los restantes vértices del n-gono 
Aj42-. - An (realícese el análisis). 

Si n es impar, los arcos A4,B, y AnB, tienen la misma 
dirección de modo que el cuadrilátero 4,B,4,B, será un 
trapecio isósceles de bases A,B, y Br4n (fig. 44, b); puesto 
que sus diagonales A,4, y B,B, son iguales, en este caso 
deberemos trazar por el punto P una recta de modo que la 
circunferencia corte en ella la cuerda A,4, igual a la cuerda 
dada B,B,, o sea, trazar la tangente a la circunferencia 
que tiene el mismo centro que la inicial y que es tangente 
a B,B,, (¡análisis!). 

2%. Supongamos que sabemos construir el n-gono inscrito 
en la circunferencia de modo que lk lados sucesivos del 
mismo pasen por k puntos determinados mientras que los 
demás n — ke lados sean paralelos a determinadas rectas. 
Se pide construir un n-gono inscrito en la circunferencia 
de modo que k +41 lados sucesivos A,43, AgAy, --.- 
+...) AnriAnya del mismo pasen por k -+ 1 puntos deter- 
minados P,, Py, . . «, Pa4, mientras que los demas n — k — 
— 1 lados sean paralelos a determinadas rectas. 

Supongamos que hemos resuelto este problema cons- 
truyendo el n-gono pedido (fig. 45). Consideremos sus 

* lados A143 y 474). Sea A14; la paralela a P,P, que pasa 
por el vértice A,, sea A; su punto de intersección con la 
circunferencia y sea P; el punto de intersección de las 
rectas AzAy y P¡P,. Los triángulos P,A7P, y P¿P¿Ay son 
semejantes ya que Z4A¿P¡P¿ = ZAJAJA; = LAMA, Y 
ZLAsPAP, = LPGPAs. Por consiguiente, 


PiPo _ 4P2 vp, — AsPz:AzPa 
AsPa Pipa" de donde resulta PP 
El producto A¿P,-A2Py está determinado ya que depende 
sólo de la circunferencia y del punto Pz (y no depende de 
cómo se escojan los puntos Az y Ag); por eso, podemos en- 
contrar la magnitud del segmento P¿P¿ y construir el punto 
P;. Es decir, conocemos ahora que los k lados sucesivos 
AjAgs Agda ---+ Angridrra del n-gono AjA;Az ..-. Án 
deben pasar por los k puntos determinados Pi, Pa, ..., Parr 


$941 - 
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mientras que los otros n — le lados Arpa Arpa > - «> Andi 
AA; deben ser paralelos a determinadas rectas. En virtud 
de la hipótesis inductiva, podemos construir el n-gono 
A¡A;Ay - . . An; realizado esto) podremos construir fácil- 
mente el rn-gono pedido 4/43 ... An» 

Problema 17. Constrúyase el n-gono inscrito en la circun- 
forencia dada de modo que % lados del mismo (¡no necesaria- 
mente sucesivos!) pasen por k puntos determinados mientras 
que los demás n — k lados sean paralelos a determinadas 
rectas. 

SUGERENCIA. Supongamos que el lado 4,4, del polígono pedido 

asa por el punto P y que su lado Az4¿ es paralelo a la rectal 
lus: 46). Sea P” el punto simétrico de P respecto al diámetro perpen- 
¡icular a la recta 1 y sea Az el punto de intersección de la circunferen- 


cia y de la recta P'A y. Entonces, el lado A,A5 del n-gono AJAZAy +... 
. + + 4 será paralelo a la recta dada 1 y el lado A54 9 pasará por ol pun: 
to conocido P'. Repitiendo esta construcción el número debido de 
veces, nuestro problema quedará reducido a la construcción del n-gono 
tal que k lados sucesivos del mismo pasan por determinados puntos 
mientras que los demás n — k lados son paralelos a determinadas 
rectas. 


Ejemplo 24. Sean 1 y l, dos rectas paralelas. Divídase el 
segmento AB de la recta l en n partes iguales empleando 
solamente la regla. 
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SOLUCION. 1”. Sea n = 2. Tomemos en el plano un punto S 
que no pertenece a las rectas l y 1, uniéndolo después con 
los puntos A y B (fig. 47, a). Sean € y D los puntos en que 
las rectas AS y BS cortan la recta 1,; sea Ty el punto de 
intersección de las rectas AD y BC y sea Py el punto de 


intersección de las rectas ST¿ y 1. Demostremos que Pz 
es el punto pedido, o sea, que AP, = FAB. 


Sea Qy el punto de intersección do las rectas ST, y l,. 
Es fácil ver que 


AT¿P¿B 0 ATL, AABT, 00 ADCT, 
ASAP¿ <> ASCO, y ASAB co ASCO, 


de donde se tiene 
PB _ TAB _ AB PA _ SA _ AB 
qc = Toco Y eE ED" 
Por consiguiente 


PaB _ Pob 
QC ac? 


de modo que Pz4 = PB y AP, = FAB. 


2”. Supongamos que sabemos construir, empleando sola- 
mente la regla, en el segmento AB el punto P,, tal que AP, = 


= Zap. Tomemos un punto cualquiera 5 que no pertenezca 


se 
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a las rectas l y l,. Sean T, y Q, los puntos en que las rectas 

AD y l,, respectivamente, cortan la recta SP, (fig. 47, b). 

Uniendo el punto S y el punto 7,41 de intersección de las 

rectas AD y CP,, representemos por Qu+1 y Pn+, los puntos 

en los que las rectas 1, y l, respectivamente, cortan la recta 
tae 

Demostremos que Pn+, es el punto pedido, o sea, que 
Abri = == AB. 

Efectivamente, de la semejanza de los triángulos 
COratrT nio Y PraPn+rTn+1 y de los triángulos C7y+ D 
y PrTn¡14 resulta 

PasPn  PnTns _ APn . (11) 


COn CTaw CD” 


igualmente, de la semejanza de los triángulos SAPn+1 
y SCOn+i y de los triángulos SAB y SCD, resulta 


APna SA _ AB (12) 


De las igualdades (11) y (12) se deduce que 


PasPn__ APA 
TAPn AB 


pero como PrjyPn = APn — APniz y APA = Lab, tene- 
mos 
d, 1 
FP ABAP 204 AB 
AP ars AB 
y definitivamente 


1 1 
y HABAP rm =L Ames 


APr= AB. 


1 
pan 

Para determinar los demás puntos Pray, Pajto .... 
bastará construir, aplicando el mismo procedimiento, los 
segmentos 


Pobra =EPraB, PariPres= 23 Phs1B, eto. 
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Observación. Para construir los puntos Py, ;, Pr 410 » » + también 
se puede proceder del modo siguiente. Valiéndonos del punto Py, po- 
demos trazar por el punto $ una recta 1, paralela a la recta 1 (véase la 
fig. 48, a, donde 7 es un punto arbitrario de BS). Sea K, el punto de 
intersección de la recta P,,,,C y de la recta 1, y sea P;,,, el punto de 


la 


Oo b 


A Pros mn A 


FIG. 48 » 


(IIA 


intersección de las rectas K1Qna1 y ! (fig. 48, b). Entonces, es fácil 


comprobar que PrrPriy = APn = AB. Losrestantes pun- 


tos Praar Pipas + + + Se construyon de un modo análogo. 


Problema 18. Constrúyase el segmento de longitud + 


empleando solamente la regla y el compás abierto de forma 
que la distancia entre sus puntas sea a. 
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SUGERENCIA. Tomemos en la circunferencia de radio a los pun- 
tos Ay, Ay, Az, Ay, As Y Ag, vértices de un hexágono regular, Supon- 
gamos que conocemos ya el punto B,, del radio 04, tal que OB, = 


=L 04, =2 (aceptando que Agme =4p Para todo m y para k= 
=1,2,3, 4, 5, 6 y que B, == Ay); sea By, el punto de intersección 


a 
CT 


las rectas OA Y Bnán+3; entonces, OB = 


$4 
DETERMINACIÓN 
POR INDUCCIÓN 
DE LUGARES GEOMÉTRICOS 


Consideremos algunos problemas sobre la determinación 
de lugares geométricos en los que se emplea el método de 
inducción matemática. 

Ejemplo 25. Sobre los lados de un r-gono convexo 
AA) ... An se han construido unos segmentos B,C,, 
Bala, - - -, BrCn. Hállese el lugar geométrico de los puntos 
interiores M de este polígono para los cuales la suma de las 
áreas de los triángulos MB,C,, MB1Cy, . . ., MB,C, es 
constante (e igual a la suma Samonic, + Samemcs - A 

+ SamoBncn, donde My es un punto interior dotermi- 
nado del polígono). 

soLucIóN. 1”. Sea n = 3 (fig. 49, a). Tomemos en los 
lados AsA, y 434: del triángulo 4,44, los segmentos 
AsP = BxC, y AQ = ByCy. Tendremos entoncos' 


SamtoBaCe HS amoBaco = SamorAs + Samoa = Sapos: + Samora 
y, por consiguiente, 
SamoniC1 + SamoBaCs + SamoBscs = 

=Sapqas + (Samobics + Samobo); 


1) Aceptando que el punto M se encuentra dentro 
del cuadrilátero 4,4¿PQ; el rozamiento apenas varía en los demás 
Casos, 
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de un modo análogo, encontramos 


Sammo + Samper + Samos =Sarqast (Sanaic¡ + Sampo)- 
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Como vemos el lugar geométrico buscado se determina por 
la condición 


Samaici+Samrq= 8 amoB,Ca “E SAMOPO» 


Sea N el punto de intersección de las rectas 4,47 y PQ 
(si estas rectas son paralelas, el lugar geométrico buscado es, 
obviamente, el segmento de la recta paralela a ellas). Cons- 
truyendo los segmentos NR = PQ y NS=B,C, en los lados 
del ángulo A¿NP, tendremos 


Samoñici + Samora =Samons + Somone = Sames + S amors 
y, de un modo análogo, 
Samaici + Sampo= Sanes + S ames. 


Por consiguiente, forman el lugar geométrico buscado 
aquellos puntos interiores M del triángulo para los cuales 
se tiene Samms = Samons, O sea, este lugar geométrico 
es el segmento XY de la recta que pasa por el punto Mp 
y es paralela a la recta RS). 

2”. Demos por sabido que en el caso de un »n-gono el lugar 
geométrico buscado es el segmento de una recta (que, natu- 
ralmente, pasa por el punto M4). Consideremos ahora un 
(n + 1)-gono AjAz... Andn+y sean B,C,, ByCg... 

+ BrCa y Bnr1Cn+1 los segmentos tomados en sus lados 
y sea M, un punto interior del (2 + 1)-gono (fig. 49, D). 
Construyendo en los lados del ángulo 4,4,+,4n, a partir 
del vértice An+1, los segmentos An4yP = BrCn Y An+Q = 
= Bnr+iCn+1 tendremos 


Samp,0, FSamMB,.¡C,,1 Sama, PH S AMA), 0= 
=844,, Po + Sambo» 


Por consiguiente, para los puntos M del lugar geométrico 
buscado se tiene 


Sampic HS ambas >>> + Sama, ,0, E SamPQ= 
=Sampici + Samobyca +++ + SamoB,_ (0, E SamoPO* 


1) Podríamos haber comenzado la inducción por el 
sóno nh = 2 en que el «n-gono» representa un ángulo y sólo tiene dos 
lados. 
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En virtud de la hipótesis inductiva, el lugar geométrico 
buscado representa el segmento de una recta que pasa por 
el punto My. 

De los razonamientos realizados es fácil deducir cómo 
puede ser construido este lugar geométrico. 

Problema 19. Se toman un punto M, y n rectas ly, lg, ... 
+». ., l,h en cada una de las cuales se tiene un segmento: 
B¡C1, Bala, - - -, BrCy, respectivamente. Hállese el lugar 
geométrico de los puntos M para los cuales la suma alge- 
braica de las áreas de los triángulos MB,C,, MB,Ca, ... 
+...» MB,C, (el área del triángulo MB,C,,i=41,2,..., mn, 


se toma con el signo «-+» si los puntos M y M, están a un 
mismo lado de la recta 1, y con el signo «—» en el caso con- 
trario) es igual a la suma del mismo tipo formada para el 
punto Mo. 


SUGERENCIA. El E geométrico buscado es una recta; la de- 
mostración es análoga a la realizada en el ejemplo 25. 


Problema 20. (Teorema de Newton.) Demuéstrese que 
si un cuadrilátero puede ser circunscrito a una circunferen- 


cia,-los puntos medios de sus diagonales y el centro de dicha 
circunferencia se encuentran en una misma recta (fig. 50). 


SUGERENCIA. Tenemos (véase la fig. 50) 


SapcedSaanr=SaBir ES raDr=SaBco + SA ADO =4s, 


74 


donde S es el área del cuadrilátero. De aquí, en virtud del resultado 
del ejemplo 25 (o del problema 19), se deduce que los puntos E, F y O 
están en una misma recta. . 


Problema 21. (Teorema de Gauss.) Demuéstrese que la 
recta que une los puntos medios de las diagonales de un 


P 


FIG. 51 


trapezoide convexo biseca el segmento que une los puntos 
de intersección de los lados opuestos (fig. 51). 


SUGERENCIA. Tenemos (véase la fig. 51, donde P es el punto 
medio del segmento EF) 


1 
SaammtSacom=Saamn Sacon =SapBP—Sacop=-=3 5» 


donde S es el área del cuadrilátero. De aquí se deduco, en virtud del 
resultado del problema 19, que los puntos M, N y P están en una mís- 
ma recta. 


Ejemplo 26. Se tienen n puntos A,, Ag, ..., An y n 
nNÚMEroSs 4,, %g, ..., Un (positivos o negativos). Hállese 
el lugar geométrico de los puntos M para los cuales la suma 

a-MA +07 MAF+...+an: MA 


es constante, 
SOLUCION. 1”, Sea n = 2. Supongamos primero, para 
concretar, que ambos números a, y €, son positivos. 
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Tomemos en el segmento 4,44 el punto O que lo divide en 


razón 4¿:4, de modo que OA, = 2_A,Az y| As = 
21442 


a a 
= Aj4Az. Sea M un punto cualquiera del plano 


M 


FIG. $2 


y sea Hol pio de la perpendicular a 4,4) bajada desde M 
(fig. 52). Tenemos entonces 


MA?= MO*+4- 4/0? +24,/0-HO y 
MA3= MO? + A¿0? 5 24,0. HO. 


Multiplicando la primera de estas igualdáades por Ay0 y la 
segunda por A,0 y sumándolas miembro por miembro, 
obtenemos 
MA?.A,0 + MALA,0= 
= MO? (4,0 + 410) + 410-430 + AJ0?-4,0= 
=MO?.A,43+ A10-420- Aj Az. 


Introduciendo aquí en lugar de 4,0 y A20 sus expresiones, 
encontramos 


2 5-4Ajdo 2%: _ 
Ma MA 


= a LY 
MBA AA a ds 
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o sea 
a: MA? +02 MA? = (0, +02) MO+ e AJA? 


Por consiguiente, si 
as MA? 407 MAL=Re, 


tenemos 


= E 24-09 le 
MO= Fa Tar MA = const. 


A R___4w 7 
Do aquí se deduce que siendo Fa tar AJAI>0 
el lugar geométrico buscado es la circunferencia cuyo 
4 — “ra EN 
centro está en O y cuyo radio es Sta ua AJA3 


R__ 4 
ata (4 +ay? 
del punto O solamente; por último, si se tienen que 


si A,43 = 0, este lugar geométrico consta 


ay-as 
— ps Ar 43 <0, este lugar geométrico no contiene 
ningún punto. 

El caso en que 4, y 4, son ambos negativos se reduce 
evidentemente al anterior, Si se tiene a, >0, 44 <0 y 
a, + a, 40 (por ejemplo, a, + az > 0), el punto O debe 
tomarse a la derecha del punto A, en la prolongación del 


segmento A,4z de modo que 420 = || y AO = 


44-02 


E + = ; todos los razonamientos posteriores conservan 
su vigor. Por último, si a, + dz = 0, tenemos a, = —4y 


y nuestro problema se reduce al siguiente: hallar el lugar 
geométrico de los puntos M tales que es constante la dife- 
rencia de cuadrados de sus distancias a dos puntos fijos 
A, y As. Sea H el pie de la perpendicular a la recta AzAs 
bajada desde el punto M (fig. 52); entonces tenemos MA% = 
=MIP +A PP? y MA = MH] + AsH”? y, por consi- 
guiente, MA? — MA? = AH? — AyH?. Si MA] — MA? = 
=R? se tiene A,¡H — AH = 4% y esto determina 


completamente el punto Hf; de aquí se deduce que el lugar 
geométrico buscado será en este caso la recta perpendicular 
2 A,4, que pasa por el punto H. 
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2%, Supongamos ya demostrado que en el caso de n 
puntos el lugar geométrico correspondiente es una circun- 


ferencia si y +0 +... +4, 70 y una recta si a, + 
+41+... +4, =0. Consideremos ahora nr -+ 1 puntos 
An Amic Anta y +A números dx, a, ++», Cpego 


Supongamos que dy + das, 50 (si 07 + Qp+1 = 0, pode- 
mos sustituir este par de números por los números 4p., 
Y Un+, o por los números 4,., y 2n; si se tiene simultánea- 
mente dy + Gp4y = 0, Lys E Ang = 0 Y Opa1 hn = 0, 
SOrÁá Ap-1 == Gp = Gn4 = 0 y podremos emplear directa- 
mente la hipótesis inductiva ya que en este caso se trataría 
de n — 2 puntos A;, Az, - . .» Án-. y de n — 2 números 
A lg >. 3 Un-9). 

Podemos demostrar, razonando igual que en 1”, que 
en el segmento An4An+, existe un punto O tal que 


An: MAR Han MA2, 


= (An + 0n1) MO*+ FEEL Ap 
cualquiera que sea el punto M del plano. 
Esto permite reducir nuestro problema a la determina- 
ción del lugar geométrico de los puntos M para los cuales 
es constante la suma 


a MAB+ 02: MAZ+ >. +0p-a* MAR + (0 + 0n41) MO? 


En virtud de la hipótesis inductiva, este lugar geométrico 
es una circunferencia Si a, Faz +... + la + Qp41 5740 
y Una recta si 0, +49+ ... + Gn + lp41 =0 

Problema 22. Hállese el lugar geométrico de los puntos 
para los cuales es constante la suma de cuadrados de sus 
distancias a n puntos fijos. 


SUGERENCIA. Basta tomar en el problema 26 a, =44= +... 
2. dp = 

Problema 23. Hállese el punto para el cual es mínima 
la suma de cuadrados de sus distancias a n puntos fijos. 

SUGERENCIA. Es el centro de la circunferencia que representa el 
lugár «geométrico del problema 22. 

Problema 24. Hállese el lugar geométrico de los puntos 
cuya razón de distancias a dos puntos fijos es constante. 
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SUGERENCIA. Si M es un punto del lugar geométrico buscado, te- 
ngmos o =cC y, por consiguiente AM? — c?.BM? = 0; por eso, 


esto problema se reduce al ejemplo 26. 


Problema 25. Sea 4,43 ... An un n-gono. Hállese el 
lugar geométrico de los puntos M tales que tenga área 
fija S el polígono cuyos vértices son las proyecciones del 
punto M sobre los lados del polígono inicial. 


SUGERENCIA. Se puede demostrar que ol área del triángulo cuyos 
vértices son las proyecciones del punto M sobre los lados del trián- 


4 a 
gulo 4,424, es iguala — Al Saararas donde R esel radio de 


la circunferencia E circunscrita al triángulo 4,44 y des la distan- 
cia entre el punto M y el centro de la circunferencia E. De aquí se 
deduce que para n= 3 el lugar geométrico buscado es una circunfe- 
rencia del mismo centro que 3 (o un par de circunferencias de este 
tipo). Después, aplicando la inducción según el número de lados del. 
polígono, se demuestra que cualquiera que sea n el lugar geométrico 

juscado es una circunferencia (o un par de circunferencias concéntri- 
cas). [Véase la solución del pro lema 90 en el libro de . O. Mxxap- 
cin, H. H. Yonnos n M. M. Ariom, Mafpanmaio daga A TOOPOMEL 
BJEMCHTAPEOÍ MATOMATBKA, , M., Pocrexmanar, 1952 (D. O. Shisliar- 
ski, N. N. Chentzov e I. M. Yaglóm, Problemas y teoremas escogi- 
dos de matemática elemental, parte 2)]. 


$5. 
" DEFINICIÓN 
POR INDUCCIÓN 


q€_I[lCOO mm __ €QR——— ón K<É—zÁ 


Interesantes ejemplos de aplicación del método de indue- 
ción matemática en la Geometría encontramos en problemas 
relativos a conceptos cuya definición misma se basa en el 
«paso de n a n +1»; a ellos consagramos este parágrafo. 

Ejemplo 27. Definición de medianas y baricentro de un 
R=gONO. 

1%, Llamaremos baricentro de un segmento su punto 
medio (fig. 53, a). 

Las medianas de un triángulo A,434¿ pueden definirse 
entonces como los segmentos que unen los vértices del 
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triángulo y los baricentros de los lados opuestos (fig. 53, b). 
Es sabido que las medianas del triángulo se cortan en un 
mismo punto que las divide en razón 2: 1 contando desde 
el vértice. Diremos que el punto en el que se cortan las tres 
medianas del triángulo es su baricentro. 

Definamos ahora las medianas de un cuadrilátero A,A yA As 
como los segmentos que unen sus vértices A,, Az, Az Y As 
y los baricentros O,, Oz, Os y O, de los triángulos que forman 


FIG. 53 


los tres vértices restantes (fig. 53, c). Demostremos que las 
medianas del cuadrilátero se cortan en un mismo punto que 
las divide en razón 3 : 1 contando desde el vértice. Efectiva- 
mente, sea S el baricentro (punto medio) del segmento 
A,A, y sean O, y O, los baricentros respectivos de los trián- 
gulos 4,4343 y 41454 4; sea, además, O el punto de inter- 
sección de las medianas A¿03 y A¿0, del cuadrilátero. 
Puesto que 'S4g y SA¿ son medianas de los triángulos 
A,A¿Az y 414244, tenemos 


SA _3 54 _3 


3O. 1 Y “0, 4 


y, por consiguiente, 
SA _ SAS 
TO. — 507" 
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De aquí se deduce que O¿0, || 434, y que DO, SÓ. — 


= 2. Además, como los triángulos 0004 7. OAyA, son 
semejantes, tenemos 


Es decir, el punto de intersección de dos medianas sucesivas 
(o sea, que arrancan de dos vértices sucesivos) divido ambas 
en razón 3: 1. De ello se deduce que las cuatro medianas 
del cuadrilátero pasan por un mismo punto O que divide 
todas en razón 3 : 1. El punto O de intersección de las media- 
nas del cuadrilátero se denomina daricentro del cuadrilátero. 
2”, Supongamos que para todo k <n las medianas del 
k-gono se han definido como los segmentos que unen sus 
vórtices con los baricentros de los (% — 1)-gonos formados 
por los k — 1 vértices restantes y que para todo k <n 
se ha definido el baricentro del k-gono como el punto de 
intersección de sus medianas. Además, demos por demostrado 
para k <n que el punto de intersección (el baricentro del 
k-gono) de las medianas del k-gono divide las mismas en 
razón (% — 1): 1 (contando desde el vértice). N 
Definiremos entonces las medianas del n-gono como los 
segmentos que unen sus vértices con los baricentros de los 
(n — 1)-gonos formados por los n — 1 vértices restantes. 
Demostremos que todas las medianas del n-gono A¡Az ... An 
asar por un-mismo punto que las divide en razón (n — 1) :1 
oontamio desde el vértice). Efectivamente, sea S el baricen- 
tro del (n —2)-gono A,4z ... An-y; en este caso las rectas 
SAn-, y SA, serán medianas de los — 1)-gonos AjAg ..- 
» Ani Y Ajás .- - AnzaAn (fig. 54). Si O, y O,., Son 
los baricentros de estos (r — 1)-gonos, tenemos, en virtud 
de la hipótesis inductiva, 


Sán-s _ SÁn _ 

SOn SO. e 
Pp iguiente, On-,0, 11 4, Ann 21 800 
or consiguiente, O,-¡0n || AnAn 1 lr li 


el punto de intersección de las medianas O,..An-, Y Or An 
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del n-gono 4,47 - . . An» De la semejanza de los triángulos 
00n.¡Ón y OAn-¡4n resulta 


OAn-1 _ Oda _ An-ián 


DOns 00H On10n 


Por consiguiente, el punto de intersección de dos medianas 
sucesivas del n-gono divide ambas en razón (n — 1): 1. 


De ello se deduce precisamente que todas las medianas del 
n-gono pasan por un mismo punto (que las divide en razón 
(n — 1) : 1). 

Podemos definir ahora el baricentro del n-gono como el 
punto de intersección de sus medianas y definir después 
las medianas del (n + 1)-gono como los segmentos que unen 
sus vértices y los baricentros de los r-gonos formados por 
los n vértices restantes. El método de inducción matemática 
permite afirmar que esta definición de medianas y de bari- 
centro del n-gono tiene sentido cualquiera que sea n. 

Problema 26. Tomemos un r-gono AjA; . . » An- Repre- 
sentemos por O, el baricentro del (n — 1)-gono AzAz ... 
... An, por Oy el baricentro del (rn — 1)-gono Aj4A3 
, + « An, etc. y por O, el baricentro del (n-—-1)-gono Aj Az ..- 


6-941 
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«+. An-1- Demuéstrese que los m-gonos 010y ... On y 
Aj Ay . . . An son semejantes. 
SUGERENCIA, Según hemos visto en el ejemplo 27, se tiene 
0107 || AjAs y q + Mediante razonamientos análogos se 
0405 1 


a 


n—í 


demuestra que 0¿0g1 Az4y y 


Se llama mediana de orden k del n-gono (k <n) el seg- 
mento que une los baricentros del k-gono formado por k 
cualesquiera de sus vértices y del (n — k)-gono formado por 
log n — k vértices restantes. Por consiguiente, toda mediana 
de orden k es a la vez una mediana de orden n — k. Las 
medianas del n-gono que hemos definido en el ejemplo 27 
podrían ser denominadas medianas de primer orden, 

Problema 27. Demuéstrese que todas las medianas de 
orden k del n-gono pasan por un mismo punto que las divido 
en razón (n — k): k. 4 

SUGERENCIA». Sean S, y Saz los baricentros del (% — 1)-gouo 
atan Y del (n— EL Íjigono Ayerdaro => Ay 8000 O) y 


FIG. 56 
¡€_xIEÉÉ<—_<—_—_—__-. a —KÉÁ 


O, los haricentros de los k-gonos A¡4y ... Ah Y AsAz ++ - Ánst 
y sean O, y O, los baricentros de los (n — k)-gonos Aj+1 - - - An Y 


3 0S; _ 02851 _ 1 
Anta <-> Anáa Uig. a? DA O RT Y 
01071 AyAp«1 así como Cn y OSO 4li AJA pto 
Sea O el punto de intersección de las medianas 0,04 y 010, de orden 
k; de la semejanza de los triángulos 00,0, y 00404 resulta 


Se puede demostrar que para todo k el punto de inter- 
sección de las medianas de orden k de un n-gono coincide 
con el baricentro del mismo. 

Problema 28. Enúnciese la proposición del problema 27 
para el caso n=4 y k=2, 


RESPUESTA. So cortan en un mismo punto y bisecan uno al otro 
los segmentos que unen los puntos medios de los lados opuestos y los 
puntos medios de las diagonales de un cuadrilátero cualquiera. 


La circunferencia que pasa go los puntos medios de los 
tres lados del triángulo (fig. 56) se denomina circunferencia 


de Euler. Tiene varias propiedades interesantes (por ejem- 
plo, la circunferencia de Euler del triángulo ABC, a parte 
de los puntos medios D, E y F' de sus lados, pasa también 
por los pies P, Q y R de las alturas AP, BQ y CR, así como 
por los puntos X, L y M que bisecan los segmentos AH, 
BH y CH de las alturas comprendidos “entre los vértices 


e 
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y el punto H de intersección de las alturas!); por eso, la 
circunferencia de Euler suele también llamarse circunferencia 
de nueve puntos del triángulo). Puesto que la circunferencia 
de Euler del triángulo ABC resulta circunscrita al triángulo 


DEF que es semejante a ABC siendo + la razón de seme- 
janza, el radio de la circunferencia de Euler es Es “donde R 
es el radio de la circunferencia circunscrita al triángulo 
inicial ABC. Ahora veremos que el concepto de la circun- 
forencia de Euler es extensivo a cualquier polígono inscrito 
en una circunferencia. 

Problema 29. 1”. Se denomina circunferencia de Euler 
de la cuerda A,A,, tomada en una circunferencia $ de radio 


R, la circunferencia de radio 5 cuyo centro es el punto 


medio de la cuerda A,4y (fig. 57, a). Las tres circunferencias 
de Euler de los lados del triángulo A,4y4y inscrito en la 
circunferencia S se cortan en un mismo punto O, centro 


de la circunferencia de radio ES que pasa por los centros de 
las tres circunferencias de Euler; esta última circunferencia 
se denomina circunferencia de Euler del triángulo A,AyAy 
(fig. 57, b). 

2”. Supongamos que hemos definido la circunferencia 
de Euler para un n-gono inscrito en la circunferencia S 


1) El cuadrilátero KFDM (fig. 56) es un rectángulo 
(en efecto, tenemos FK || BH || DM ya que FK y DM pasan por los 
puntos medios de los lados de los triángulos ABH y CBH de base 
común BH; tenemos igualmente FD ¡| AC|| KM ya que FD y KM 
pasan por los puntos medios de los lados de los triángulos ABC 
y AHC de base común AC; por último, tenemos BH 1 AC); por 
consiguiente, los segmentos FM y DK son iguales y los puntos medios 
do ambos coinciden. Razonamientos análogos permiten ver que el 
segmento EL es también igual a estos segmentos y que el punto medio 
de EL coincide con el punto medio común de FM y KD. De aquí se 
deduce que, a parte de los puntos D, E y F, la circunferencia de Euler 
pasa también por K,L y M (el centro de esta circunferencia coincide 
con el punto medio común de DK, EL y FM y su diámetro es igual 
a la longitud común de estos segmentos). 

Además, puesto que K Y D según homos demostrado son puntos 
diametralmente opuestos de la circunferencia de Euler, resuita que 
4 KPD=90" de modo que la circunferencia de Euler pasa por el pun- 
to Ps de la misma forma se demuestra que también pasa por los pun- 
tos Q y R. 
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y que hemos demostrado que su radio es z (R es el radio 
de la circunferencia S). Consideremos ahora un (n +- 1)-gono 


AJA:A3 -. . + Any, inscrito en la circunferencia S. En este 
caso las n-+ 4 circunferencias de Euler de los n-gonos 
AsAs -- Anti) Ardo --- Anto +.» Ardo + An Se 


cortan en un mismo punto, centro de la circunferencia de 
radio ES que pasa por los centros de las n + 1 circunferencias 
de Euler; esta última circunferencia se denomina circun- 
ferencia de Euler del (n + 1)-gono A,Az ..- An+, (véase 


la fig. 57,c donde está representada la circunferencia de 
Euler de un cuadrilátero). 


SUGERENCIA. Sea A,A¿A44 un cuadrilátero cualquiera inscrito 
en la circunferencia S. Puesto que la circunforencia de Euler del tri- 
ángulo AyAyA, por ejemplo, pasa por los puntos medios de los tres 
segmentos H¿A,, H¿Az y H¿Ay, donde H, es el punto de intersección 
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de las alturas de ArAzAs (véase lo dicho anteriormente), resulta que 
esta circunferencia se obtiene de la circunferencia S por medio de una 


homotecia de centro H, y de raión + ; por eso, el punto medio del seg- 


monto 7,4, pertenece a dicha circunferencia. Resta fijarse ahora en 
que los puntos medios de los segmentos H1,4;, HoAs, HsAz Y HiAa 
(donde H,, H, y Hy son los puntos de intersocción do los al turas dedos 
triángulos correspondientes) coinciden; esto se deduce de que, por 
ejemplo, el cuadrilátero A,H,H,A, es un paralologramo (ya que 


AH, A3H¡ L Ayás Y A1H2= A9H, = al doble de la distancia 
entre el centro de S y el segmento AyA 4). 

Supongamos ahora que ha sido demostrada ya la existencia de la 
circunferencia de Eulor para cualquier k-gono cuyo número de lados 
k no pasa de n > 4. Consideremos un (n + 1)-gono AjAz -.. ÁAndne 
inscrito en la circunferencia S. Se pide demostrar que las circunferen- 
cias de Euler S,, Sz, ..., Sp+, de los n-gomos AzAz -.- An+p 
AJÁGAs --. Antrr + >.) Arda -. - A, se cortan en un mismo punto; 
basta demostrar para ello que so cortan en un mismo punto tres cuales- 
quiera de estas circunferencias, por ejemplo, S,, S¿ y Sg!). Sean Sy, 


1) Ya que si cualesquiera tres de las 1 > 5 circun- 
forencias (distintas dos a dos) se cortan en un mismo punto, todas las 
circunferencias se cortarán en un mismo punto (para n= 4 esto ya 
no es cierto), 
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Sis Y Sas las circunferencias de Euler de los (n — 1)-gonos AyAa - - + 
2. Ant AsAsAs -.- Anty Y ArfdAs -- - Án+i Y Sean O Or3 
y O7y Sus contros; sean, además, 0,, Oz y Oy los centros de las círcun- 
ferencias Sy, Sy y Sa y sea, por último, Oy» el centro de la circunferen- 
cia de Euler 3,2, del (n= 2ygono Ayáo -  - Arce: Obtonemos así 
la fig. 58 que permite deducir fácilmento la igualdad de los triángu- 
los 0,040, y 0130130;p. (Para demostrar la igualdad de los lados 0,07 
y Oz3012 de estos triángulos basta considerar los triángulos 010.013 
Y O230130129 que son iguales pues 


R 
01201 =01202=0523023 0123013 ==3- 


7. 
20101202= £010120123+ L012301202= 


=2401501201234240123012023 2013012023 
y. además, 


20230 123015 =2.4013012025 


por ser ángulos inscrito y central de la circunferencia circunscrita a 
012019023 que descansan sobre un mismo arco; de un modo análogo 
se demuestra que 0,07 = 073012 y que 0,0, = 0,501)). Ya que 
4010403 = 055015012 y las circunferencias Saga, Sig Y Sya Se cortan 
en un mismo punto 0,33, de ello ya se deduce que las circunferencias 
S,, Sa y Sy 88 cortan en un punto, 


Problema 30. Sea 4,43 ... Ay un n-gono inscrito en 
la circunferencia S. Demuéstrese que su baricentro (véase 
el ejemplo 27) pertenece al segmento que une el centro de S 
y el centro de la circunferencia de Euler del n-gono y que 
divide este segmento en razón (n — 2) : 2. 


SUGERENCIA. La solución de este problema se puede encontrar 
en el libro de 1. M. Yaglóm indicado en la pág. 62 (véase la solución 
del problema 52, c). 

Ejemplo 28. 19, Sean l,, la, la ya cuatro rectas en posición gene- 
ral, o gea, situadas de modo que no hay dos paralelas ni tres que pasen 
por un mismo punto; sea O, el centro de la circunferencia circunscrita 
al triángulo que forman las rectas ?y, lz. ly; sea O, el centro de la cir- 
cunferencia circunscrita al triángulo que órman las rectas l,, ly Y la 
etc. Entonces los cuatro puntos O,, O, Oy y O, están sobre una misma 
circunferencia que se denomina circunferencia de centros de las cuatro 
rectas ly, la, lg y ly (fig. 59). 

20, Supongamos que se ha definido ya la circunferencia de cen- 
tros de las n rectas. Consideremos n Ey 1 rectas lla lg...) ln+s 
en posición general. Sea O, el centro de la circunferencia de centros 
de las n rectas ly, la, . . ., ly+5 sea Os el centro de la circunferencia de 
centros de las n rectas l,, lg, . . +. Iny, etc. Entonces los r -f- 4 pun- 
tos O,, Oz, Oz, - »., Op+, están sobre una misma circunferencia que 
se das circunferencia de centros de las n-4-4 rectas ly, lo; ly, ... 

0» Ima 
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DEMOSTRACION. 1%. Sean l,, la, ly y 1, cuatro rectas en posición 
general (fig. 60); sea Ayg el punto de intersección de las rectas by la 
sea A,y el punto de intersección de las rectas 1, y l¿, etc.; sea O, el 
centro de la circunferencia C, circunscrita al triángulo que forman las 
rectas la, la y l,, ote. Demostremos, ante todo, que las circunferencias 


FIG. 59 


Cr, Cz, Cy y C¿ so cortan en un mismo punto M. En efecto, si M es el 
punto do intersección de C, y Cy distinto de Ay», tenemos 


2414M4p= ZA 41452 = Lontre la y lg, 
LAyMazá2= Andy A2= Zentre la y ly. 


De aquí resulta que ZAj¿MA2¿=2 entre l, y l, =ZAjyAgaAao, es 
decir que la cirealereneia Cs pasa por M; do la intama formal 8 des 
muestra que también Cy pasa por M. 

Ahora estamos en condiciones de demostrar que los puntos 0,, Os, 
04 y O, están sobre una misma circunferencia. Eonsideremos las tres 
circunferencias C,, C¿ y Cy que pasan por el mismo punto M; €, y 
Cy se cortan adomás en el punto Ay mientras que Cy y Cy, en el punto 
Azy Do aquí so deduce que *) 


2010402 = LA19M423= LArsAg42s= ¿entro la y ls 
Análogamente se domuestra que 20,040, =Z entre ly y | = 
=20,0302, de donde se desprende nuestra proposición. 


20, Supongamos que nuestras proposiciones han sido demostradas 
ya para el caso de n rectas; podemos dar por domostrado también que 


1) Más exactamente: estos ángulos coinciden o su- 
man 180”. lin realidad, para que todos los razonamientos sucesivos 
no dependen del dibujo hay que recurrir al concepto de ángulos orien- 
tados (véanse, por ejemplo, las soluciones de los problemas del libro 
MK. Adamap. Oxememrapmaa reomerpua, 4. I, M., Vanenrma, 1948 
(Y. Hadamard, Geometría elemental, parte 1) escritas por D. Í. Pere- 
piolkin, (págs. 488 y 489). 


89 


el arco de la circunferencia de centros de las n rectas ly, ly, . . ., ln com- 
prendido entre los centros O, y O, de las circunferencias de centros de las 
n—i rectas lo, lg, ..., ly y de las n-— 1 rectas ly lo, .., In4y es 
igual al ángulo duplicado entre las rectas l, y L, (vénso el final de 49). 
Consideremos ahora n -+ 1 rectas li, lo, ..., ly en posición gene- 
ral. Sea O, el centro de la circunferencia C, de centros de las n rectas 
la la «+.» In+i etc. y sea Oj el centro de la circunferencia Cy de 


centros de las n — 4 rectas lg, la, » .., In+1» Oto. Demostremos que 
las circunforencias Cy, Cy, +. «, Cp+1 Se cortan en un mismo punto M. 
En efecto, sea M el punto de intersección de las circunferoncias C, y 
Ca distinto de O,,. Tenemos entonces”) 


p 
2£013M017==y- UO13019= Lontro la y la, 


LO2MO2 ==> VO y2023=Zentre la y la 


De aquí resulta que 20,¿M023 = L entre ly y l, = 40190940995, es 
decir, que la circunferencia Cy pasa por M. Análogamente se demuestra 
que todas las circunferencias restantes Cy, Cp, ».., Cp+r también 
pasan por M. v 


1 Véase, la llamada anterior. 
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Consideremos ahora tres circunferencias C,, C¿ y Cs que pasan 
por el mismo punto M; €, y €, se cortan además en el punto Oya 
miontras quo C, y Cy, en el punto Oay. Tenemos!) 


L01030¿=L013M023= 2 013012023= Zentre la y ly 
Análogamente se demuestra que 40,00, = Z entre 1, y ! cualquie- 


ra que sea el punto O, (t=4, 5, ..., n +1), de donde se deduce 
que todos los puntos Oy, Oz, Oz, Os, » » +, On+1 están sobre una misma 
circunferencia. 


El enunciado del ejemplo 28 puede ser modificado tomando en él 
circunferencias inscritas en lugar de circunscritas. Péro aquí surge 
una dificultad nueva debida a que la circunferencia circunscrita al 
triángulo se define unívocamente (como la que pasa por todos los 
vértices del triángulo) mientras que la circunferencia inscrita en el 
triángulo (o sea, tangente a todos sus lados) puede ser escogida entro 


S 
4 
le b 
Tr E % m 


FIG. 61 


cuatro (ya que son tangentes a los tros lados una circunferencia ins- 
crita y tres circunferencias exinscritas). Para salvar esta situación se 
puede proceder del modo siguiente. Consideremos rectas y circunfe- 
rencias ortentadas indicando con una flecha la dirección de movimiento 
en cada línea; diremos entonces que una recta y una circunferencia 
orientadas son tángentes sólo si coinciden sus direcciones en el punto 
de tangoncia. En este caso siempre existirá una circunferencia orien- 
tada única tangente a las tres rectas orientadas 1,, 1, y ly que no pasan 
por un mismo punto (fig. 61, a, b), la circunferencia orientada inscrita 
on el triángulo que forman l,, la y ly. 

Problema 31. 10. Sean hy la, la y l4 cuatro rectas orientadas en 
posición general, o sea, situadas de modo que dos cualesquiera se cor- 
tan y no hay tres que pasen por un mismo punto; sean O,, Oz, Oa y O4 
los centros de las circunferencias orientadas inscritas en loS triángu" 
los que forman, respectivamente, las rectas ly, ly y la, las rectas ly, ly 
y li, ete. Entonces los cuatro puntos 0,, Oz, Oz y O, están sobre una 
misma circunferencia que se denomina circunferencia de centros de las 
cuatro rectas ortentadas ly, la, ly y ly (fig. 62). 


1) Véase la llamada antorior. 
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20, Supongamos que se ha definido ya la circunferencia de cen- 
tros de n rectas orientadas. Consideremos n -+- 1 rectas orientadas 
ho la, » .:, lu, In+, en posición general. Sean O,, Op, » .., On, Op+s 
los centros de las circunferencias de centros de las n-+1 colecciones, 
con n rectas orientadas en cada una, que pueden formarse de nues- 
tras n-+1 rectas. En tal caso los n+4 puntos 04, Oz, ..., Ons On+i 
están sobre una misma circunferencia, la circunferencia de centros de 
las n -l. 1 rectas orientadas. 

La solución del problema 31, próxima a la solución del ejemplo 
28, queda a cargo del lector. 

Problema 32. Definición del ortocentro de un polígono inscrito en 
la circunferencia, 1%, Como es sabido, se denomina ortocentro del trián- 
gulo el punto de intorsección de sus alturas. 

20, Supongamos que se ha definido ya el ortocentro de un r-gono 
A1A3 . . . An inscrito en la circunferencia S. Sea AjAgz . .- Andn+i 


FIG. 62 


un (na 1): gono inscrito. en la circunferencia S y scan H,, Ha, ... 
1. «1 Hp+y los ortocentros de los n + 1 polígonos Az4Ay -.. An+u 
AJArAd ++ Anérs ++.» Arda +. - An. Entonces las circunferen- 
cias iguales a S pero con centros en H,, Hg, - . ., Hn+1 Se cortan en 
un mismo punto A que se denomina ortocentro del (n + 1)-gono 
AjAs . . +» Ansi (en la fig. 63 hemos representado el ortocentro del 
cuadrilátero A¡ 4444). 

Dejando la solución del probloma 32 a cargo del lector, soñale- 
mos que los ortocentros de los polígonos inscritos en la circunferencia 
poseen una serie de propiedades análogas a las que existen para los 
otrocentros de los triángulos; no podemos detenernos aquí en la expo- 
sición de estas propiedades que se demuestran aplicando necesaria- 
mente el método de inducción matemática (ya que el ortocentro del 
polígono ha sido definido por inducción). 

Problema 33. 19. So donomina punto central de dos rectas (secan- 
tes) el punto de intersección de las mismas (fig. 64, a). b 

Se denomina circunferencia central de tres rectas en posición gene- 
ral (véase el ejemplo 28) la que pasa por los puntos contrales de cada 
par de estas rectas (fig. 64, b). 


92 


Consideremos cuatro rectas l,, ly, ly y 1, en posición general. Sea 
$, la circunferencia central de las tres rectas ly, ly y l¿, sea Sy la cir- 


FIG. 63 


cunferencia central delas tres rectas l,, ly y ly, etc. Entonces las cua- 
tro circunferencias Si, S2, Sa y S¿ se cortan en un mismo punto O 


le 


FIG. 04 


ue se denomina punto central de las cuatro rectas l,, la la y la 
dig. 64, e). 
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20, Supongamos que se han definido ya la circunferencia central 
de 2n — 1 rectas y el punto central de 2n rectas. Consideremos 2n -+ 1 
rectas l,, lg, ---, lan» lan+1 en posición general. Sea Ay el punto cen- 
tral de tas 2n rectas ly, la, - +», lan» lan+i5 Sea Ay el punto central de 
las 2n rectas ly, lg, . »., lans dont» etc. y sea, por ultimo, Agn+, el 
punto central de las 2n rectas hy, la, - . -, lon- Entonces los puntos 
Arz Ag, + - +» Agp+r están sobre una misma circunferencia que se de- 
nomina circunferencia central de las 2n 1 rectas kh, lg... 
«+0 Lan> lante 

Consideremos finalmente 2n + 2 rectas ly, la, »--» lantas Llanta 
en posición general. Sea S, la circunferencia central de las 2n + 1 
rectas la, das » » => lantao lamiar Sea Sy la circunferencia central de las 
2n + 1 rec o lar > + 0» lante a5 Otc. y sea, por último, Sanyo la 
circunferencia central de las 2n -+ 1 rectas 1, lg, » » +, Lan+1> Entonces 
las cireunforoncias Si, Sq +. <> Santa Santa S6 cortan en un mismo 
punto que se denomina punto central de las 2n 4 2 rectas ly, lo... 
+.» Lapotar Lonas 

SUGERENCIA. Las demostraciones de las proposiciones aquí 
enunciadas se puede encontrar-en el libro de D. O. Shkliarski y otros 
indicádo en la página 78 (véase la solución del problema 125) y en el 
libro de 4. M. Hesom, Feomerpmseckme upeoópasopamua, 11, M., 
Tocrexmanar, 1956 (1. M. Yaglóm, * Transformaciónes geométricas, 
volumen 11 (véase la solución del problema 218, a). 

Problema 34. 1%, Sean 1, lz y ly tres rectas en posición general. 
El centro de la circunierencia circunscrita al triángulo que éstas forman 
se denomina punto central de las tres rectas. 

Consideremos ahora cuatro rectas l,, ly, ly y l, en posición general. 
Sea A, el punto central de las tres rectas ly, lg y l¿, sea Az el punto 
central de las tres rectas ly, la y l4, otc. Entonces los cuatro puntos 
Az, Ay, As y 4, están en una misma circunferencia (véase el ejemplo 
pe que se denomina circunferencia central de las cuatro rectas l, ly, 

Y ta 

22. Supongamos que se han definido ya el punto central de 2n — 1 
rectas y la circunferencia central de 2n rectas. Consideremos 2n + 1 
rectas Li, la, - .., lan lan en posición general. Sea S, la circunfe- 
rencia central de las 2n rectas la, la, + lan» laner5 sea Sy la circun- 
ferencia central de las 2n rectas h, » Lan» lansai etc. y sea, por 
último, Sans, la circunferencia central de las 27 rectas ly, la, » « +, Lane 
Entonces las circunferencias Sy, Sg, . - -» Sans, Se cortan en un mismo 
punto que se denomina punto central de las 2n + 1 rectas ly, la, ..- 
+. lan, lonsr- 

Consideremos finalmente 2n +2 rectas li, la ..., densa en 
posición general. Sea A, ol punto central de las 2n 4 4 rectas 
lar das >>» lanas sen Ay el punto central de las 2n + rectas 
der dar + « .» lanzas eto. y sea, por último, 43, +4 el punto central de las 
2n + 1 rectas li. lg, «.», dans. Entonces los puntos As, Ag, - ++ 
-..., Ag; están en una misma circun[erencia que se denomina circun- 
ferencia central de las 2n + 2 rectas ly, la + -s lnoas 


SUGERENCIA. Las demostraciones de las proposiciones aquí enun- 
ciadas son completamente análogas a las demostraciones de las pro- 
posiciones que constituyen el contenido del problema 33. 
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Se denomina elemento lineal el par formado por un punto A y una 
dirección en él determinada por la recta a que pasa por A. El elemento 
lineal se representa por (A. a). Diremos que n elementos lineales 


(Az, 41), (Ag, 23), - - -» (An, 4n) son concíclicos si las TOCtas Ay, Ag, «+» 
+ » «y G, son rectas en posición general (véase el ejemplo 26) y los n 
puntos 41, Az, . . +, An están en una misma circunferencia. 


Problema 35. 19, Se denomina circunferencia directriz de dos ele- 
mentos lineales (Az, 41) y (A2, 8z) (tales que los puntos Aj Y Az 
son distintos y las rectas a, y az se cortan) la circunferencia que pasa 


FIG. 65 


por los puntos A; y Ay y por el punto de intersección de a, y az 
(tig. 65, a). Las circunierencias directrices de tres pares de elementos 
linoales (41, 21) y (Ay, aa), (41, a) y (As, 29), (Az, 22) y (Ag, 25) (ta- 
les que todos los puntos A,, Az y Ay son distintos y las rectas 41, 43 
y ay son rectas en posición general) se cortan en un mismo punto que 
3e denomina punto director de los tres elementos lineales (Az, a, 
(As cal Y (Ag, 29) (fig. 65,8). AN 

20, Supongamos que hemos definido ya la circunferencia directriz 
de 2n — 2 elementos lineales concíclicos y el punto director de 2n —= 1 
elementos lineales concíclicos. Consideremos 2n elementos lineales 
concíclicos. Entonces los 22 puntos directores de todas las colecciones 
formadas por 2n — 1 de estos elementos están en una misma circun- 
ferencia denominada circunferencia directriz de los 2n elementos linea- 
les concíclicos. Además, si consideramos 2n -|- 1 elementos lineales 
concíclicos, todas las colecciones formadas por 2n de estos elementos 
determinan 2n + 1 circunferencias directrices que se cortan en un 
mismo punto llamado punto director de los 2n + 1 elementos lineales 
concíclicos. 

SUGERENCIA. Las demostraciones de las proposiciones que cons- 
tituyen el contenido de este problema se puede encontrar en la 
pág. e del libro de 1. M. Yágilóm (véase la solución del problema 
248, b) 


95 


$6. 
INDUCCIÓN 
SEGÚN EL NÚMERO 
DE DIMENSIONES 


Al estudiar la Estereometría salta a la vista la analogía 
que existe entre los teoremas de la Planimetría y de la 
Estereomoetría. Así, las propiedades del paralelepípedo se 
asemejan mucho a las del paralelogramo (compárense, por 
ejemplo, los teoremas: «Las caras opuestas del paralelepípedo 
son iguales y las diagonales del parelelepípedo se cortan 
en el punto medio de todas ellas», «y Los lados opuestos del 
paralelogramo son iguales y las diagonales del paralelogramo 
se cortan en el punto medio de ambas») y las propiedades 
de la esfera se asemejan a las propiedades de la circunferen- 
cia (compárense, por ejemplo, los teoremas: «Todo plano 
tangente a la esfera es perpendicular al radio en el punto 
de tangencia» y «Toda tangente a una circunferencia es 
perpendicular al radio en el punto de tangencia»). Al mismo 
tiempo existe una diferencia substancial entre las propieda- 
des de las figuras en el plano y en el espacio. La diferencia 
principal consiste en que las figuras en el plano tienen dos 
dimensiones («longitud» y «anchura») mientras que Jos 
cuerpos en el espacio tienen tres dimensiones («longitud», 
«anchura» y «altura»). Á tenor con ello la posición de un 
punto en el plano se determina plenamente mediante dos 
coordenadas (fig. 66, b) zx e y mientras que para determinar 
la posición de un punto en el espacio se precisan tres coor- 
denadas zx, y y 3 (fig. 66, c). Por esta razón el espacio co- 
rriente se denomina con frecuencia espacio tridimensional 
(«espacio de tres dimensiones») y del plano se suele decir 
que representa el espacio bidimensional («espacio de dos 
dimensiones»). 

Esta terminología puede hacerse extensiva al caso de la 
recta. La posición de un punto en la recta se determina plena- 
mente mediante una coordenada única x (fig. 65, a); esto 
se debe a que todas las figuras (segmentos) en la recta tienen 
una dimensión nada más («longitud»). Por eso, se dice que 
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la recta es un espacio unidimensional; esto permite considerar 
que el número de dimensiones del espacio puede ser uno, 
dos o tres. li 

Como regla general, los teoremas de la Estereometría 
son más complejos que las proposiciones correspondientes 
de la Planimetría; a su vez, las propiedades de las figuras 
planas son mucho más complejas que las propiedades de las 


FIG. 66 


figuras (segmentos) en la recta. Por otra parte, la demostra- 
ción de los teoremas «tridimensionales» (o sea, de la Este- 
reometría) se basan de modo substancial en las correspon- 
dientes proposiciones «bidimensionales» (o sea, de la Plani- 
metría); por ejemplo, la demostración de que las diagonales 
del paralelopípedo se cortan en el punto medio de las mismas 
se basa en la propiedad correspondiente de las diagonales 
del Paralelogramo. A su vez, sucede que la demostración 
de teoremas «bidimensionales» se basa en los análogos 
«unidimensionales». Esta circunstancia hace posible la 
aplicación, en determinados problemas geométricos, de la 
inducción según el número de dimensiones que consiste en 
el paso sucesivo del espacio unidimensional al espacio 
bidimensional y, después, al tridimensional; el parágrafo 
presente comprende precisamente ejemplos de este tipo. Con 
frecuencia la inducción según el número de dimensiones 
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se emplea a la par con la inducción corriente y a veces 
puede ser incluso sustituida por ésta. 
Al analizar los problemas y los ejemplos de este pará- 
afo debe tenerse en cuenta que la circunferencia plana 
'o sea, el lugar geométrico de Jos puntos equidistantes 


FIG. 67 
D 
4 La BA e 
b) e) 
a) 13 
FIG. 68 


de un punto fijo O, fig. 67, b) corresponde a la superficie 
esférica (fig. 67, a) en el espacio y a dos puntos equidistantes 
del punto O (fig. 67, a) en la recta; el círculo plano corres- 
ponde a la esfera en el espacio y al segmento en la recta; 
por último, el triángulo plano ABC (fig. 68, b) corresponde 


71-941 
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al tetraedro (o sea, a una pirámide triangular de vértices 
A, B,C y D, fig. 68, c) en el espacio y al segmento AB que 
tiene dos «vértices» A y B (fig. 68, a) en la recta. 


Cabe subrayar que no hay respuesta unívoca, como regla general, 
a la pregunta de qué proposición de la Estereometría corresponde a un 
determinado teorema de la Plamimetría. Conviene aceptar, a veces, 
gue el triángulo plano Corresponde a este mismo triángulo pero con- 
siderado en el espacio y no al tetraedro (figura que tiene una dimen- 
sión más); de la misma forma se puede aceptar que la recta plana co- 
rresponde a la recta o al plano en el espacio. Así puéden obtenerse dis- 
tintos «análogos estereométricos» de un mismo teorema do la Plani- 
metría. Consideremos, por ojemplo, el teorema; «a suma de cuadrados 
de las distancias entre un punto M del plano y los vértices de un 
n-gono regular de centro O inscrito en una circunferencia de rádio R 
es igual a n (R3 4 OM”)»; (véase, por ejemplo, el problema 234 del 
libro de D.O. Shkliarski y otros indicado en la pág. 10) le corresponden 
dos tooremas en la Estereometría: «la suma de cuadrados de las distan- 
cias ontre un punto M del espacio y los vértices de un n-gono regular 
de centro O inscrito en una circunferencia de radio R es igual a 
n(R3 + 0M*)» y «la suma de cuadrados de las distancias entre un 
punto M del espacio y los vértices de un poliedro regular de n vértices 
inscrito en una esfera de centro O y de radio R es igual a n (Ri 
-f- 0 M2)»; ambos teoremas son válidos y ambos pueden ser deducidos 
del teorema «bidimensional» correspondiente empleándose ambas 
veces la inducción según el número de dimensiones. Sin entrar en más 
detalles, recomendamos al loctor comparar el paso del teorema «uni- 
dimensional» a los teoremas «bidimensional» y «tridimensional» en los 
ejemplos 30 y 39, por un lado, y en los ejemplos 37 y 38, por otro lado. 


Siguiendo el plan general de la obra, el parágrafo pre- 
sente comprende cuatro partes: 1) cálculo por inducción 
según el número de dimensiones; 2) demostración por induc- 
ción según el número de dimensiones; 3) determinación de 
lugares geométricos por inducción según el número de 
dimensiones y 4) definición por inducción según el número 
de dimensiones. No se ha incluido la sección correspondiente 
a los problemas de construcción por inducción según el 
número de dimensiones ya que el problema mismo de cons- 
trucciones en el espacio no es suficientemente concreto: 
admite distintos enfoques y la discusión de los mismos nos 
alejaría mucho del tema del folleto presente. En todos los 
casos se considera como principal la proposición «tridimen- 
sional» (de la Estereometría) aun cuando el mayor interés 
representa, como regla, el resultado correspondiente al caso 
«bidimensional» (plano); siendo así, el paso del caso bidi- 
mensional al tridimensional sólo se aboceta y no se expone 
detalladamente. 
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Un papel considerable desempeña en la Matemática 
y la Física modernas el concepto del espacio n-dimensional 
en el que la posición de un punto se determina por n núme- 
TOS Z,, Lg, » - -) Ta denominados coordenadas de este punto; 
aquí n es un número entero positivo cualquiera mayor, es 
posible, que tres (así, se habla, por ejemplo, del espacio 
de esferas de cuatro dimensiones, donde las coordenadas 
zx, y, 2 y r de una esfera son las tres coordenadas de su centro 
y el radio de la esfera; en la Física desempeña un papel 
considerable el espacio de sucesos de cuatro dimensiones, 
donde las coordenadas zx, y, z y t de un suceso son las coor- 
denadas corrientes del punto donde ocurre el suceso y el 
momento del suceso, así como el espacio de fases de un punto 
móvil sobre un plano en el que las coordenadas son los 


números z, y, we y, dondo x= e y son las coordenadas de la 


posición del punto, mientras que x e y son los componentes 
de su velocidad, etc.). Si aceptamos que la distancia entre 
los puntos A y B de coordenadas (%,, Za, . ..-, Tn) Y 
(Yis Yas «> -» Yn) del espacio n-dimensional es igual a 
=P NRÁ 

VEIA Y, 
el espacio se denomina euclídeo; en este espacio se puede 
definir el cubo n-dimensional y el símplice n-dimensional 
(análogo del triángulo y del tetraedro), la esfera y la bola, 
etc.1). Con frecuencia las propiedades de las figuras en el 
espacio n-dimensional se demuestran por inducción según el 
número de dimensiones del espacio; hablando con rigor, sólo 
al demostrar teoremas «n-dimensionales», dondo n es cual- 
guiera, podemos con pleno fundamento hablar del método 
de inducción ya que sólo en este caso se realiza plenamente 
el «segundo paso» de la descripción de este método que 
afirma la posibilidad de pasar de un valor arbitrario n = k 
al valor siguiente n =% +1 (véase la pág. 11). El método 
de inducción matemática permite traspasar al espacio 
n-dimensional, donde 7 es cualquiera, todos los resultados 


1) Véase, por ejemplo, B. A. Posengeamó um 
HA. M. fHesom, MuHOoromMepmue HNpOCTpanciBa, DHIHEJONEnnAa  9le- 
MenTaproó matemaTuKn, Ku. Y (reomespua). HayKa, 1966, corp, 349 — 
392. (B. A. Rosenfeld e 1. M. Yaglom, Espacios multidimensioneles, 
en la Enciclopedia de matemática elemental, libro Y (geometría), 
págs. de 349 a 392). 
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de este parágrafo. Pero, como el cosicepto de espacios multi- 
dimensionales rebasa los márgenes de preparación matemá- 
tica que, suponemos, tiene el lecior del presente folleto, 
nos limitaremos en lo sucesivo sólo a los casos n = 1,2 6 3 
(o sea, a los casos de la recta, del plano y del espacio co- 
rriente). 


1. CÁLCULO 
POR INDUCCIÓN 
SEGÚN EL NÚMERO 
DE DIMENSIONES 


Ejemplo 29. ¿En cuántas partes dividen el espacio 
n planos si tres cualesquiera se cortan y no hay cuatro que 
tengan un punto común (diremos que estos planos son 
«planos en posición general»)? 

Consideremos sucesivamente tres problemas. 

A. ¿En cuántas partes dividen la recta 1 puntos? 

SOLUCIÓN. Representemos este número por F, (n);- es 
obvio que F, (n) =n + 1. 

B. ¿En cuántas partes dividen el plano n rectas si dos 
cualesquiera se cortan y no hay tres que tengan un punto 
común (n rectas en «posición general»)? 

soLución. 1%. Una rccta divido ol plano en dos partes. 

2%. Supongamos conocido el número F, (n) de partes en 
las que dividen el plano » rectas en posición general y con- 
sideremos n + 1 rectas en posición general. Las n primeras 
de estas rectas dividen el plano en F, (nr) partes; la recta 
(n + 1)-ésima l se corta, por hipótesis, con las restantes 
nrectasen n puntos distintos; dichos puntos dividen la recta 1 
en F, (n) =n +1 partes (véase A). Por consiguiente, la 
recta l tiene puntos comunes con n + 1 de las partes ya 
obtenidas, o sea, a las F', (n) partes se agregan F, (n) =n + 
+ 1 partes nuevas de modo que 


Fa (n +1) = Fa (a) + Fy (a) = Fy (1) + (n +1). (18) 
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¡€_x<] O PA _—__>-<»>--—A— 


Tomando para n en la igualdad (13) los valores n — 1, 
n—2,..., 2, 1, obtenemos 


Po (0) =F,(0—1) +n, 
Py (n — 1) = Fa (n—2) + (n — 1), 
P, (3) = F,(2) +3, 
P,(2) = Fa (1) +2. 
Sumemos estas igualdades; puesto que F, (1) = 2, tendromos 
Fr) =P. 0) + ln+(n=0+... +21 = 
=1+In+(n=0+... +2+1, 


y definitivamonte 
1 2 2 
Pe (n)=1 A 4 


(véase la fórmula (2) de la Introducción, -pág. 12). 

C. El problema inicial. 

soLución. 1. Un plano divide el espacio en dos partes. 

2. Supongamos conocido el número Py (n) de partes en 
las que dividen el espacio » planos en posición general 
y consideremos » + 1 planos en posición general. Los n 
primeros de estos planos dividen el espacio en Fy (n) partes; 
el plano (n + 1)-ésimo x se corta con esos n planos según n 
recta en posición general que lo dividen, por consiguiente, 


en Fy(n) = Pa partes (véase B). Es decir, obtene- 
mos la relación 
m4n+2 
Pa(n+4)=Fa(n) 4Fa(n) =Fs (+5. (14) 


Introduciendo n —4, n—2,..., 2, 1 en Ingar de n en 
la igualdad (14), obtenemos 


Fs(m) =Fa(n— 174 CEDAR, 


Pa(n—4) =P, (n—2) 4 LEY? 


Pa(3)=Fa(2)+ 
PL) =P + EZ 


24242 
z 
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Sumando estas igualdades, obtenemos 
Ps) =Fs (1) + (MP 2 
+) +24 404 12424... +2] 
E 


a 
n-1 doses 


y definitivamente, recordando las fórmulas (2) y (3) de la 
Introducción y que F, (1) = 2, encontramos 


Ps (mn) =2 20-920 4 00% 7 (91) = 


4 
— MA m4) 
SMED, 


Problema 36. ¿En cuántas partes dividen el espacio 
n esferas si dos cualesquiera se cortan? 


SUGERENCIA. Consideremos sucesivamente los problemas si- 
guientes. 

A. ¿En cuántas partes dividen la recta n «circunferencias unidi- 
mensionales», o sea, n pares de puntos (véase la introducción a este 
parágrafo, pág. 97-98)? 

RISPUESTA. 2n puntos dividen la recta en 2n + 1 partes, 

A”, Dotormínese el número O, (n) de partes en las que dividen la 
circunferencia n pares de puntos situados en la misma. 

RESPUESTA. 0, (1) = 2n. 

B. Determínese el númoro D, (») de partos en las que dividen el 
plano n circunferencias que se cortan dos a dos. 

SOLUCIÓN. Puesto que n circunferencias cortan la (n e 4)-ési- 
ma ón n pares de puntos y, por consiguiente, la dividen en 0, (n) = 
= 2n partes (véaso A”), resulta que entre las D, (n) partes, en las 
que dividen el plano las » circunferencias, hay O; (n) = 2n partes que 
tienen puntos comunes con la (n + 1)-ésima circunferencia. De aquí 
obtenemos la igualdad 


De (n +4) = O, (2) + 0D, (1) = O, (2) + 2n. 
Basándonos en esta igualdad y en que O, (1) = 2, encontramos 
0, (n)=»—n+2. 


B'. ¿En cuántas partes dividen la esfera n circunferencias que 
£0 hallan sobre ésta y que se cortan dos a dos? 

RESPUESTA. En Ds (n) = n* — n 4- 2 partes. 

C. El problema inicial. 

SOLUCIÓN. » esferas cortan la (n + 1)-ósima según n circunfe- 
rencias y, por consiguiente, dividen su superficie en Da (n) = n? — 
— n +2 partes (véase B'); por eso, si n esferas que se cortan dos a 
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dos dividen el espacio en O, (n) partes, resulta que n + 1 esferas dívi- 
den el espacio en 

03 (1+1)=03 (2) 4-02 (2) 0, (1) + (1214 2) 
partes, Puesto que O, (1) = 2, podemos encontrar de aquí que 


2 
0 (1 = 24949 


A 


2. DEMOSTRACIÓN 
POR INDUCCIÓN 


SEGÚN EL NÚMERO 
DE DIMENSIONES 


Ejemplo 30. Un tetraedro cuyos vértices están numera- 
dos mediante las cifras 1, 2, 3 y 4 se divide en tetraedros 
menores de modo que dos cualesquiera tetraedros de la 
partición no tienen puntos comunes, tienen un vértice 
común, tienen una arista común (pero no una parte de 
arista) o tienen una cara común (pero no una parte de cara). 
Todos los vértices de los tetraedros menores también se 
numeran con las mismas cifras 1, 2, 3 y 4 con la particula- 
ridad de que para aquellos vértices que se encuentran sobre 
las caras del totraedro mayor se emplean las tres cifras con 
las que están numerados los vértices de las caras correspon- 
dientes; de la misma forma, para los vértices que pertenecen 
a las aristas del tetraodro mayor se emplean Jas dos cifras 
con las que están numerados los extremos de las aristas 
correspondientes. Demuéstrese que habrá al menos un 
tetraedro pequeño cuyos vértices están numerados con 
cifras distintas. 

Consideremos sucesivamente los problemas siguientes. 

A. Un segmento cuyos extremos están indicados por las 
cifras 1 y 2 se divide en segmentos menores disjuntos y todos 
los puntos de la partición se numeran mediante las cifras 1 
y 2 (fig. 69, a). Demuéstreso que habrá al menos un segmento 
de la partición cuyos extremos están numerados con cifras 
distintas. 

" SOLUCION. Demostremos que es impar el número de seg- 
mentos indicados por 1 2; de ello se deducirá que existe un 
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segmento de este tipo como mínimo (ya que cero es un núme- 
ro par). Sea A la cantidad de extremos de. los segmentos 
de la partición que llevan la cifra 1. Este número es impar 
ya que cada vez que la cifra 1 aparezca dentro del segmento 
grande (sea k el número de estos casos) será extremo de dos 
segmentos de la partición y únicamente la cifra 1 que figura 


ES 
RÍA 


) 
FIG, 69 


on uno de los extremos del segmento grande corresponderá 
a un segmento de la partición; por consiguiente, 


A=2k +1. 


Por otra parte, sea p el número de segmentos de la parti- 
ción de tipo 1 1 y sea q el número de segmentos de tipo 1 2; 
entonces, el número A de vértices Í será 


A =2p +q-- 


De la igualdad 
2k +1 =2p +4 


se deduce que q es impar. 

B. Un triángulo cuyos vértices están numerados mediante 
las cifras 1, 2 y 3 se divide en triángulos menores de modo 
que dos cualesquiera triángulos de la partición no tienen 
puntos comunes, tienen un vértice común o tienen un lado 
común (pero no una parte de lado). Todos los vértices de los 
triángulos de la partición se numeran también con las 
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cifras 1, 2 y 3 con la particularidad de que para numerar 
los vértices que aparecen en los lados del triángulo mayor 
se emplea una de las cifras que llevan los extremos de los 
lados correspondientes (fig. 69, 5). Demuéstrese que habrá 
al menos un triángulo de la partición cuyos vértices están 
numerados con cifras distintas. 

soLuCION. Demostremos que el número de triángulos de 
tipo 1 2 3 es impar. Calculemos con este fin el número 
total A de lados de tipo 1 2 en los triángulos de la partición. 
Sea k el número de segmentos de tipo 1 2 que se encuentran 
dentro del triángulo principal y sea 1 el número de seg- 
mentos de este tipo que aparecen en el lado 1 2 del triángulo 
mayor (los otros dos lados de este triángulo no pueden tener 
ségmentos do tipo 1 2). Cada uno de los k segmentos per- 
tenece a dos triángulos de la partición y cada uno de los l 
segmentos pertenece a un triángulo de la partición; por 
eso, 


A=2k +1 


Por otra parte, sea p el número de triángulos de la par- 
tición de tipo 1 2 2 o de tipo 1 2 1 y sea q el número de trián- 
gulos de tipo 1 2 3. Cada uno de los p triángulos tiene dos 
lados de tipo 1 2 y cada uno de los q triángulos tiene un 
lado de este tipo; por eso, 


A =2p +9. 
De la igualdad 
2k + 1=2p +9 


se deduce que q es par o impar según lo sea 1. Pero, en virtud 
de la proposición 4, el número 1 es impar y, por lo tanto, 
también q es impar. 

C. La proposición inicial. 

SOLUCION. Sea A el número de caras de tipo 1 2 3 en los 
tetraedros de la partición. Si k de estas caras se encuentran 
dentro del tetraedro principal y 1 de estas aparecen en su 
cara 1 2 3, tenemos 


4=2k+l 


Por otra parte, si p es el número de tetraedros de la 
partición de tipo 1123,122361233 y gesel núme- 
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ro de tetraedros de la partición de tipo 1 2 3 4, tenemos 
obviamente 
A=2p+9. 
De la igualdad 
2M+l1=2p +9 


se deduce que los números q y 1 son ambos pares o ambos 
impares. Pero, en virtud de la proposición B, l es un número 
impar de modo que también q es impar. 

En la introducción a este parágrafo hemos explicado que 
la inducción según el número de dimensiones puede ser 
sustituida a veces por la inducción corriente. Veamos ejem- 
plos que lo confirman. 

Ejemplo 31. Demuéstrese la proposición del ejemplo 30 
A empleando la inducción según el número n de segmentos 
de la partición. 

soLucIÓN, 1%, Para n = 1 la proposición se hace evidente. 

2”. Supongamos que nuestra proposición ha sido ya de- 
mostrada para cualquier partición del segmento en n seg- 
mentos menores. Consideremos una partición del segmento 
1 2 en n + 1 segmentos menores. Si estos segmentos no son 
todos do tipo 1 2, habrá un segmento cuyos extremos Hevan 
cifras iguales, por ejemplo, un segmento de tipo 1 1. Cón- 
trayéndolo a un punto, obtendremos una partición del 
segmento 1 2 en nr segmentos menores. Según la hipótesis 
inductiva, en esta partición y, por consiguiente, también 
en la inicial habrá al menos un segmento de tipo 1 2 que 
es lo que queríamos demostrar. 

Ejemplo 32. Demuéstrese la proposición del ejemplo 30 B 
empleando la inducción según el número nr de triángulos 
de la partición. 

SOLUCION. 1”. Para n = 1 la proposición se hace evidente 
y para n = 2 se demuestra sin dificultad. 

2”. Supongamos que nuestra proposición ha sido demos- 
trada ya para cualquier partición del triángulo 1 2 3 en n 
o en menor número de partes. Consideremos una partición 
en n -+ 4 triángulos. Si estos triángulos no son todos de 
tipo 1 2 3, existe uno que tiene cifras iguales, digamos 1, en 
dos vértices. Este lado 11 corresponde a dos triángulos de 
la partición (si está dentro del triángulo principal, fig. 70, a) 
o un triángulo (si este lado aparece en uno de los lados del 
triángulo principal, fig. 70 b). Contrayendo el segmento 1 1 
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a un punto, obtenemos una partición nueva del triángulo 
123 enn — 1 (primer caso, fig. 70, e) o en n (segundo caso, 
fig. 70, d) triángulos. Según la hipótesis inductiva, en esta 
partición (y, por consiguiente, también en la inicial) habrá 
al menos un triángulo cuyos vértices sean de tipo 1 2 3. 


AOS, 


NSSs=>2 
á AAA 
T 
c) 


FIC. 70 


Problema 37. Demuéstrese el teorema del ejemplo 30 € 
empleando la inducción según el número n de tetraedros 
de la partición. 


SUGERENCIA. La demostración es análoga a la demostración de 
la proposición del ejemplo 32. 


La proposición del ejemplo 30 puede ser precisada. Con 
este fin introducimos el concepto de orientación para todo 
tetraedro cuyos vértices están numerados mediante las 
cifras 1, 2, 3 y 4 distinguiendo dos tipos de orientaciones 
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según que el recorrido, de la cara 1 2 3, del vértice 1 al vér- 
tice 2 y después al vértice 3, sea visto desde el vértice 4 en 
el mismo sentido que se mueven las agujas del reloj o en 
el sentido contrario. Tiene lugar entonces la proposición 
siguiente. 

Problema 38. Demuéstrese que, cumpliéndose las condi- 
ciones del ejemplo 30, el número de tetraedros de tipo 1234 
orientados igual que el tetraedro mayor supera en una unidad 
exactamente el número de tetraedros de tipo 1 2 3 4 de 
orientación opuesta. 


SUGERENCIA. Considérense sucesivamente los problemas si- 
guientes. 

A. Cumplidas las condiciones del sjemplo 30 A, distinguiromos dos 
clases de segmentos de tipo 1 2 según quo la dirección del vértice 1 al 
vértice 2 coincida o no coincida con la dirección del vértice 1 al vér- 
tico 2 en el segmento principal Domuéstrese que el número de seg- 
meatos do la primera clase supera en uno el número de segmentos de 

'a segunda. 

, Diremos que un triángulo 1 23 (véase el ejemplo 30 B) está 
orientado según (contrariamente a) las agujas del reloj si su recorrido 
del vértice 1 al vértice 2 y después al vértice 3 se realiza según (con- 
trariamente a) las agujas del reloj. Demuéstrese que el número de los 
triángulos de tipo 3 orientados igual que el triángulo puncipal 
supera en uno el número de los demás triángulos de tipo 123 de la 
partición. 

C. El problema inicial. 


Ejemplo 33. En el espacio se toman r esferas de modo 
que cuatro cualesquiera se corten. Demuéstrese que todas 
las esferas se cortan, o sea, que existe un punto perteneciente 
a todas ellas. 

Consideremos sucesivamenté los problemas siguientes. 

A. En la recta se toman rn segmentos de modo que dos 
cualesquiera se corten. Demuéstrese que todos los segmentos 
se cortan, o sea, que existe un punto perteneciente a todos 
ellos. 

SOLUCION. 1%. Para n = 2 la proposición se hace evidente. 

2”. Supongamos que nuestra proposición ha sido demos- 
trada ya para n segmentos cualesquiera. Sean l,, lo, ... 
<>. lay lpyn + 1 segmentos de la recta que se cortan 
dos a dos. lin virtud de la hipótesis inductiva, los n seg- 
mentos li, la, ..., Ll, se cortan. Sea 1 la parte común de 
los mismos (que es, obviamente, un punto o un segmento). 
Demostremos que el segmento !,.+, se corta con l. Suponga- 
mos lo contrario; entonces existe un punto A que separa 
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ln+x y 1 (fig. 71, a). Pero todos los segmentos ly, ly, «+ ., ln 
contienen l y, por hipótesis, se cortan con el segmento 
ln+x luego, todos estos segmentos contienen el punto 4 
que, por consiguiente, pertenece a 1. Esta contradicción 
obtenida muestra que lz, y 1 se cortan; la parte común 


-—_—.—_B—€_—— o 
7] 
2) 
O ") pl 1 
la 
») 0) 
FIG, 71 


e NOS pertenece a todos los segmentos considerados 
E AR 

B. En ol plano se toman »n círculos de modo que tres 
cualesquiera se corten. Demuéstrese que existe al menos un 
punto que pertenece a todos ellos. 

SOLUCION. 1%. Si n= 3, la proposición se hace evidente. 

2%. Supongamos que nuestra proposición ha sido demos- 
trada ya para n círculos cualesquiera. Consideremos en el 
plano n +1 círculos Cy, Ca, ..., Ens Cosa: En virtud de 
la hipótesis inductiva, los n círculos C,, Cy, - 
cortan; sea C la parte común de los mismos (fig. 
«polígono circular» € puede ser un círculo y también puede 
reducirse a un punto). Debemos demostrar que la figura C 
y ol círculo C,,+, se cortan. Supongamos lo contrario; enton- 
ces podremos trazar una recta 1 que separa las figuras Cp41 
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y C: por ejemplo, podemos considerar que esta recta es la 
perpendicular 1 ala recta que une el centro O del círculo 
Cn+, y el punto A de la figura C más próximo a O levantada 
en el punto medio del segmento AB, donde B es el punto 
de intersección del segmento OA y de la circunferencia del 
círculo Cny, (fig. 71, c)3).. 

Cada uno de los círculos Cy, Ca, -. . ., Ca Se corta con 
la recta 1 ya que todos contienen la figura C y, por hipóte- 
sis, cortan el círculo Cy. Sea a, el segmento que el círcu- 
lo €, corta en la recta 1, sea az segmento que el círculo Cy 
corta en la recta 1, etc. En la recta 1 tendremos entonces 
n segmentos 4;, Az, « . -; Cp. Cualesquiera dos de ellos se 
cortan. En efecto, consideremos un par de ellos, por ejem- 
plo, a, y 43. Sea M un punto cualquiera de la figura C (el 
punto M pertenece entonces a ambos círculos C, y Cy. 
Además, existe un punto N que pertenece a los tres círcu- 
los C,, Ca y Cn+, ya que tres cualesquiera de los círculos 
considerados se cortan. Entonces el segmento MN, pertenece 
íntegramente a los círculos €, y Cy, y, por consiguiente, 
el punto de su intersección con la recta 1 pertenecerá a am- 
bos segmentos a, Y Qy. 

De la proposición A resulta que existe un punto de la 
recta 1 perteneciente a todos los segmentos 4,, 4g, » - ., Gn. 
Este punto deberá pertenecer a todos los círculos C,, Ca, » ++. 
«- «y Cn, y, por consiguiente, a la figura C lo que está en 
contradicción con el modo de construcción de la recta l. 
Por lo tanto, las figuras C,+, y C deben tener al menos un 
punto común que será un punto común de todos los círculos 
Cu Cm. «.: Cm Curro 

C, El problema inicial. 

SOLUCION. 1%. Si n = 4, la proposición se hace evidente. 


1) En efecto, si la recta 1 no separa las figuras 
Cn+1 y C, existirá en ella un punto K perteneciente a la figura C. El 
ángulo OAK del triángulo OAK será agudo; además, por definición 
del punto A, tendremos OA < OK. Por consiguiente, el pie L dela 
porpendicular bajada desde O sobre la recta AX estará entro los pun- 
tos A y K. Puesto que ambos pa y K pertenecen a todos los 
círculos Cy, Ca. . . », Cp, todo el mento A K y, por consiguiente, su 
punto L pertenecerán a cada uno de Jos círculos Cy, Ca, .... Cn+r 
osea, L portenecerá a C. Por eso, deberá ser OL > DA. La contradic- 
ción obtenida («la perpendicular es más larga que la oblicua») demues- 
tra nuestra proposición. 
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2. Supongamos que nuestra proposición ha sido demos- 
trada ya para n esferas cualesquiera. Consideremos n + 1 
esferas D,, Da, .., Da, Dy+¡. Sea D la intersección de 
las n esferas D,, Dz, ..., D, (que existe en virtud de la 
proposición inductiva). Entonces podemos demostrar, razo- 
nando igual que en el ejemplo 33 B, que si la esfera Dp.ty 
no se corta con Q, existe un plano a que separa estas figu- 
ras. Las intersecciones de cada una de las esferas D,, Dy, ... 
..., D, con el plano a representan círculos situados de 
modo que tres cualesquiera se cortan; por consiguiente, 
en el plano x existe un punto que pertenece a todos estos 
círculos y, por ende, a D lo que contradice a la definición 
del plano 7. 

También la proposición del ejemplo 33 se puede demostrar 
empleando la inducción según el número de figuras en lugar 
de la inducción según el número de dimensiones, 

Ejemplo 34. Demúestrese la proposición del ejemplo 33 B 
empleando la inducción según el número de figuras. 

SOLUCION. Demostraremos la proposición correspondiente 
al caso de polígonos circulares, o sea, de figuras que repre- 
sentan cada una la intersección de un número finito de 
círculos; de aquí se podrá deducir, en particular, nuestra 
proposición inicial, E 

1%. Si n = 3, la proposición se hace evidente. 

“Tomemos cuatro polígonos circulares C,, Ca, Cy y Ca 
de modo que tres cualesquiera se corten. Sea A, un punto 
común de las figuras Cy, Cy y Ca; sea Ay un punto común 
de las figuras C,, Cy y Cy, etc. Se pueden presentar dos 
Casos: 

a) Uno de los puntos A,, 42, 43 6 A¿, digamos Aj, 
pertenece al triángulo que forman los otros tres puntos 
(fig. 72, a). Puesto que todo el triángulo 4,4,4, pertenece 
a C ¿y el punto Ag tarabién pertenecerá entonces a Ca, y, por 
consiguiente, el punto A, será un punto común de las cuatro 
figuras Cy, Ca Ca y Cg 

b) Entre los puntos A,, Az, Ag y 44 no hay ninguno 
que pertenezca al triángulo que forman los tres restantes. 
En este caso el punto 4 de intersección de las diagonales 
del cuadrilátero (convexo) 4,4,434, (fig. 72, b) será un 
punto común de las cuátro figuras C,, Cy, Cg y Ca por ser 
un punto común de los triángulos A,434g3 AAz24A4 
AyAsA, Y ArAsAs 
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2”. Supongamos que nuestra proposición ha sido demos- 
trada ya para n polígonos circulares. Consideremos n -+ 1 
polígonos circulares Cy, Cgs . + 0) Cos Cn+y- Sea C la inter- 
sección de las figuras Cn y Cn+, (es obvio que también C es 
un polígono circular); demostremos que tres cualesquiera 
de las n figuras Cy, Ca, - - «, Cn=1 € se cortan. En efecto, 
si entre estas tres figuras no está C, se cortan por hipótesis, 


FIG. 72 


Consideremos ahora una terna cualquiera en la que aparece C, 
por ejemplo, la terna C,, Cy, C. Como quiera que tres cuá- 
lesquiera de las cuatro Íiguras Cy Ca, Cn y Cn+, se cortan, 
resulta, en virtud de 1”, que estas cuatro figuras tienen un 
punto común que será precisamente un punto común de 
las figuras Cy, Cy y C. 

Es E, tres cualesquiera de las n figuras C,, Cz, .. + 
+ -» En=1, € se cortan; en virtud de la hipótesis inductiva, 
PT que existe un punto común a todas estas figuras que 
será, a la vez, un punto común de las n + 4 figuras €,, Cg, ... 
... Cas Cut, 

Problema: 39. Demuéstrese la proposición del ejemplo 34 C 
empleando la inducción según el número n de esferas. 


SUGERENCIA. Demuéstrese la proposición correspondiente para 
el caso de «poliedros esféricos», o sea, de cuerpos que representan 
cada uno la intersección de un número finito de esferas. La demostra- 
cs se basa en razonamientos análogos.a los empleados en el ejem- 
plo 34. 
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Problema 40. (Teorema de Young*)). En el plano se 
toman n puntos Ay, Az, » » -, An de modo que la distancia 
entre dos cualesquiera no pase de la unidad. Demuéstrese 
que están todos comprendidos en un círculo de radio 1/' V 3. 


SUGERENCIA. Demuéstrese primero que tres cualesquiera de estos 
puntos están comprendidos en un círculo de radio 1///3. Construyendo, 


después, en cada uno delos puntos como centro círculos de radio 1//3, 
demuéstrese que tros cualesquiera de estos círculos se cortan. Uno de 
los puntos comunes a todos los círculos (que existo en virtud del resul- 
tado del ejemplo 33 B) puede ser tomado como centro del círculo de 
radio 1/Y 3 que comprende los puntos dados. 


Problema 41. En el espacio se toman r puntos A,, Ay, . ++ 
. «. An de modo que la distancia entre dos cualesquiera 
no pase de la unidad. Demuéstrese que están todos compren- 
didos en una esfera de radio Y, 


SUGERENCIA. La demostración es análoga a la del problema 40. 


La generalización del ejemplo 33 y algunas aplicaciones 
de un teorema más general aparecen en el libro “Figuras 
convexas” mencionado en la pág. 32. 


Ejemplo 35. Se tiene un número finito de semiespacios?) 
que llenan el espacio. Demuéstrese que se pueden escoger 
cuatro (o menos) semiespacios que también llenan el espacio. 

, Consideremos sucesivamente los problemas siguientes. 

: A, La recta está cubierta con un número finito de semi- 
rrectas. Demuéstrese que se pueden escoger dos semirrectas 
que cubran la recta. 

SOLUCION. Sea A el vértice extremo de la derecha entre 
los vértices de las semirrectas que van hacia la izquierda 
y sea B el vértice extremo de la izquierda entro los vértices 
de las semirrectas que van hacia la derecha. Puesto que, 
por hipótesis, las semirrectas cubren la recta, el punto B 
no puede estar a la derecha de A y las dos semirrectas que 
tienen sus vértices en los puntos A y B cubren toda la recta. 


1) Young J. W., matemático inglés del siglo XTX. 
2 Se denomina semtespacio a la parte del espacio 
que so encuentra a un lado de un plano. 
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3. El plano está cubierto con un número finito n de 
semiplanos!). Demuéstrese que se pueden escoger dos o tres 
semiplanos que también cubren el plano. 

SOLUCION. Apliquemos para la demostración la inducción 
según el número n de semiplanos. 

1”. Si n =3, la proposición se hace evidente. 

2”. Supongamos que nuestra proposición es válida en el 
caso de n semiplanos. Consideremos n +4 semiplanos 
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a) 6) 
FIG. 73 


Fi, Fa... En, Fry, que cubren el plano. Sean l,, ly, +... 
+ <<, Ens In4x las fronteras de estos semiplanos. Se pueden 
presentar dos casos. 

1er caso. La recta 1,4, pertenece íntegramente a uno de 
los semiplanos dados, digamos a F,. Entonces las rectas 
ln Y ln+1 són paralelas. Si los semiplanos F, y Fn+1 Se en- 
cuentran á diferentes lados respecto a sus fronteras (fig. 73, a), 
los dos semiplanos F, y Fy+, cubrirán ya el plano. En el 
caso contrario, uno de estos semiplanos estará comprendido 
íntegramente dentro del otro (por ejemplo, Py, estará 
contenido en F,,; fig. 73, b) y la proposición se deduce de la 
hipótesis inductiva porque en este caso los n semiplanos 


(P,, Fz, -. -, F,n en nuestro ejemplo) cubrirán ya el plano. 
240 caso. La recta l,,, no pertenece a ninguno de los 
semiplanos P,, Fz, ..., Fa. Entonces estos semiplanos la 


cubren y, además, determinan en ella m <X n semirrectas 
que también la cubren. Hemos visto en A que entre estas 
semirrectas se pueden escoger dos que también cubren la 
recta. Sean Fa. y F, los semiplanos correspondientes 
a estas dós semirrectas. Existen dos posiciones recíprocas 


3) So denomina semiplano a la parto del plano quo 
se encuentra a un lado do una recta. 
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de los semiplanos F,-y, Pp Y Fay que analizaremos por 
separado. 

a) El semiplano f',+, contiene el punto de intersección 
de las rectas l, y y ln (fig. 74, a). En este caso los tros semi- 
planos Fay, Fa y Fp+, cubren todo el plano. 

b) El semiplano F,.+, no contiene el punto de intersec- 
ción de las rectas l,,.., y £, (fig. 74, b). En este caso el plano 


estará cubierto por los r semiplanos F,, Fy, ..., Fn y 
nuestro teorema resulta de la hipótesis inductiva. 

C. El problema inicial, 

SOLUC+ON, “Apliquemos para demostrarlo la inducción 
según el número nr de semiespacios tomados. 

1% Si m=4, la proposición se hace evidente. 

2”. Supongamos que nuestra proposición es válida para 
el caso' de n semieespacios. Consideremos n'+ 1 semiespacios 
Va Va coo Va Vnsr Sean Ty, Mar. - 09 May Tay las 
fronteras de estos semiespacios. Se pueden presentar dos 
CASOS. 

1er caso. El plano 1y+, pertenece integramente a uno 
de los semiespacios V,, Vg, ..., Va, por ejemplo a V,. 

En este caso los planos xt,+, y si, son paralelos. Si los 
semiespacios Va, y V, se encuentran .a diferentes lados 
respecto a sus fronteras, estos dos semiespacios cubrirán 
todo el espacio. En el caso contrario, uno de los dos semies- 
pacios V,+, 0 Y, estará comprendido íntegramente dentro 
del otro y el teorema se deduce de la hipótesis inductiva. 


ge 
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240 caso. El plano st, +, no pertenece a ninguno de los 
semiospacios V,, Va, . . ., Vn. Entonces estos semiespacios 
lo cubren y determinan en él m<n semiplanos F,, Fa, ==. 
sor as 
Según lo demostrado en B, entre estos semiplanos se 
pueden escoger dos o tres que cubren todo el plano (fig. 73, a 


e) 4) 
FIG. 75 


y fig. 74, 4). Analicemos por separado los casos que pueden 
aquí presentarse. 

a) El plano 1, resulta cubierto con dos semiplanos 
(fig. 73, a), digamos F, y F,, de modo que los planos co- 
rrespondientes xt, y xt, son paralelos (fig. 75, a). En este 
caso los dos semiespacios V, y Vy ya llenan el espacio. 

b) El plano 5, +, resulta cubierto por los dos semiplanos 
F, y F, pero los planos correspondientes 1, y 16, se cortan 
(fig. 75, b). Si el semiespacio V+, contiene la línea de 
intersección de los planos 3, y 2a, los tres semiespacios 
V,, Va y Va+: llenan el espacio. En el caso contrario, el 
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semiespacio V.,, resulta cubierto por los semiespacios V, 
y V, y el teoroma se deduce de la hipótesis inductiva. 

c) El plano +, resulta cubierto por tres semiplanos 
(fig. 74, a), digamos F,, F, y F¿, de modo que el plano xy 
es paralelo a la línea de intersección de los planos 11, y tg 
(los planos correspondientes forman un «prisma»; véase la 
fig. 75, e). En este caso los tres semiespacios V,, V, y Va 
llenan el espacio. 

d) El plano s+, resulta cubierto por tres semiplanos 
F,, F, y Fo y el plano 113 no es paralelo a la línea de intersec- 
ción de 1, y sz (los planos correspondientes forman una 
«pirámide»; véase la fig. 75,d). Si el semiespacio Vn41 
contiene el punto de intersección de los planos x,, Ma Y Ta, 
los cuatro semiespacios V,, Va, Va y Vyn+1 Menan el espacio; 
en el caso contrario, el semiespacio V,+, resulta cubierto 
por los semiespacios V,, Va y Va y el teorema so deduce 
de la hipótesis inductiva. 

Problema 42. Demuéstrese que en el espacio no puede 
haber más de cuatro semirrectas que formen de dos en dos 
ángulos obtusos. 


SUGERENCIA. Supongamos que en el espacio se tiene un sistema 
finito de semirrectas que de dos en dos forman ángulos obtusos y su- 
pongamos, además, que este sistema es marimal, o sea, que no existe 
ninguna otra semirrecta que forme ángulo obtuso con cada una de las 
semirrectas consideradas. Hagamos corresponder a cada una de las 
semirrectas ol semiespacio que está limitado por el plano perpendicu- 
lar a dicha semirrecta y que la comprende. Puesto que nuestro sistema 
de semirrectas es maximal, estos semiespacios llenan el espacio y nues- 
tra proposición se deduce del ejemplo 35. 

Ejemplo 36. Sea Aj4z -.. A, un poliedro espacial cuyos lados 
son de longitud no mayor que 1. Demuéstrese la existencia de un nú- 
mero Cy tal que los lados el poliedro pueden ser colocados (sin alte- 
rar la longitud ni la dirección de los mismos) de modo que el poliedro 
así obtenido quede comprendido en una esfera de radio Cy. 

Siguiendo la idea principal de este parágrafo, consideremos pri- 
Ei los problemas «unidimensiónal» y «bidimensional» correspon- 

ientes. 

A. En la recta se han tomado n q Ar Ag +»: An de modo 
que la longitud de cada uno de los segmentos A14s, ArAg, -.- 
+ +: An-¡An, An Ay no pase de 1. Deruéstrose la existencia de un nú- 
mero Cy fquo no depende do la posición de los”puntos ni del número 
n) tal que los segmentos 4147, AzAg) >» :: An-14n, 4,4, 80 pueden 
colocar en Ja recta de forma que la «quebrada» P,Bz... B,B, así 
obtenida (cada uno de los lados de la cual tiene la misma longitud 
y la misma dirección que uno de los lados de la «quebrada» Aj Az + -. 
» «+. An A,) quede comprendida en un segmento de longitud 2C,. 
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SOLUCIÓN. Aceptaremos que la longitud a; del lado 
AjAp(t=1,2, ..., n; el punto An, coincide con A;) de nuestra 
ebrada 4147 ... AnA; es positiva si el punto 4¿y, está a la dere- 
cha dol punto 4, (consideramos que la recta en la que se toman los 
puntos es horizontal) y nogativa en el caso contrario. Entonces, se 
ace evidente que a, -+- ay es la longitud del segmento 4,44 (que, se- 
ún lo aceptado, puede ser positiva o negativa), que a, -+- 24 + 43 es 
a longitud del segmento 4,44, etc., que a; lok... Cn 
es la longitud del segmento A,A n-. Y qUe, por le MO, 41 + la... 
vos $ Ups +47 =0 (ésta es la «longitud del segmento A/A»). 
Puesto que cada lado de la «quebrada» B,B, ... B,B, es igual a uno 
de los lados de la «quebrada» inicial 4,47 . . . An4,, nuestra propo- 
sición so puede enunciar así: 

Se han tomado n números 41, Ag, - + -, Gp-1, 4n (entro los cuales 
pueden haber positivos y negativos) no mayores que 1 en valor absoluto 
y de suma igual a cero; demuéstrese que estos números se pueden colocar 
en un orden Qi, A y (donde t,, la, - ++, noz» in 30D 
log mismos números 1, 2,..., n de 4. n pero considerados en otro 
orden) de modo que el valor absoluto de todas las sumas A 
A E E E + no sobrepase un 
número determinado C, (que no depende de la sucesión a,, az, ..- 
+++) Gn ni incluso del número n). 

Demostremos que se puede tomar C, igual a 1. Sean aj, 43, ... 
+ ++, 2% todos los números positivos de la sucesión aj, %p, .--, 4 
y sean aj, aj, ..., a7 todos los números negativos de la misma 
(p cho q = nm). Formemos ahora una sucesión nueva procediendo del 
modo siguiente: para empezar, escribimos los Paros números posi- 
tivos aj, az, . . ., aj, (k < p) en una cantidad k tal que la suma de los 
mismos no sobrepase la unidad (por cjemplo, escribimos el número 
a solamente); después oscribimos los primeros números negativos 
4, A, ..., 47 (1< q) en una cantidad. tal que la suma de todos los 
números escritos se haga negativa ¡má no pase en valor absoluto de 
la unidad; después volvemos a escribir números positivos y así suce- 


sivamente hasta agotar todos los números dados. La sucesión 
ai=a4, aj=a%, ..., 04 =0j; 
Oy =4Í, Aa, 0h. . 


así obtenida cumplirá, evidentemente, la propiedad requerida. 

B. En el plano se toma un polígono A4¡Ay .. . Ay (que puede no 
ser convexo y cuyos lados pueden incluso entrecruzarse) de modo que 
la longitud de cuda uno de sus lados no sobrepase la unidad (fig. 76, a). 
Demuéstrese la existencia de un número Ca (independiente del polí- 
pra tal que los lados del polígono pueden ser colocados (sin alterar 

la longitud ni la dirección de los mismos) de modo que el polígono 
DiBa «+ B, así obtenido quede comprendido en un círculo de ra- 
lo Cy. 

SOLUCIÓN. Demostremos que se puedo tomar C, igual a 3. 
Teniendo en cuenta que los lados del polígono 4¡A; ... AA, tienen 
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longitud y dirección, o sea, considerando los mismos en tanto que 
vectores, representémoslos por az, a, . . -. 4». Escojamos entre ellos 
los vectores 4í, dj, - » ., a; de modo que el vector resultante B|, 


FIG. 76 


de la quebrada que ellos forman (fig. 76, 5) tenga la longitud mayo 
posible. Entonces, las proyecciones delos vectores ej, 4, ..., Q 
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sobre el vector resultante B,B, tendrán todas Ja misma dirección que 
coíncido con la dirección de B;B, (si la proyección de uno de los vecto- 
res fuese de dirección opuesta, la eliminación del mismo conduciría 
al aumento de la longitud del vector resultante). Por el contrario, las 
proyecciones de todos los vectores restantes 4j, aj, ... Uña sobre 
BB, tienen dirección opuesta. En otras palabras, podemos aceptar 
que las proyecciones %;, dí. A de Pos vVectures Aj, Ag, <<. A 
sobre la dirección B,8, son positivas (0 <a <1.1=1,2,..., 5) 
mientras que las proyecciones Wi, 0%, .--, %_, de los vectores 
aa. sobre esta misma dirección son negativas (—1 < 
<q < + .« n —s). Considoremos la recta 1 porpendi- 
cular a B,B, y fijemos en ella la dirección «positiva». Sean Br, Ba, . - - 

+» Bn las proyecciones (positivas o negativas) de los vectores 
A Aj... 4, sobrel. Quedaclaro que Pi + Bi+--. +B570 
y que Bi+ $33... +Bh_,=0 (aquí fi; es la proyección del 
vector az, Bi es la proyocción del vector a;, etc.); además, tenemos 
1BI<b (per <t. > 18,1<1 y IBI<I, 181 <A... 
«+, ] Bro 1 < 1. Según hemos visto en A. los númoros Bj, Ba, -.- 
« « «, Bj y los múmeros Pz, Bá, - ... B5_, so pueden ordenar de modo 
que las desigualados Bi + P24--. +By <1 y B4 Bi. 
+ « «Bb < 1 soan válidas para todo v. Incluyamos ahora los. números 
Bi, Pz, .--. Bi y los números Pz, $3, ..., Ph_, en una misma suce- 
sión conservando los órdenes ya establecidos de secuencia de los núme- 
ros Pi, Ba... Ps y de los números Pi, $3, ..-» Pr, Entonces 
la suma do cualesquiera primeros términos de esta sucesión no pasará 
de 2 por muchos que se tomen. 

'ormemos ahora a partir de los números %, ag, - - -, o, y de los 
DúmMEros aj, %j, .--, 0_, Una sucesión de modo-que la suma de cua- 
lesquiora primeros términos de la misma no sobrepase en valor abso- 
luto la unidad. Los razonarientos realizados en A, permiten ver que 
esto se puede hacer sin alterar »l orden interno de secuencia de los núme- 
TOS 0%, Oj, «+ -. Uy de los números Aj, Ud, ++, Sea af, af,... 

. +» 4 la ordenación correspondiente de nuostros vectores. Entonces 
para todo v tendremos: 


dira. a <t y PERA +B<2, 


donde a] y B son las proyecciones de ef (k = 1,2, ..., n) sobre B,Bs 
y sobre 1, respectivamente. Las proyecciones del vector resultante 
correspondiente a la quebrada que forman los vectores a*, af, .. 
4% (y=4, 2, ..., n) sobro las roctas B,B, y 1 son iguales a 
a+ 0 y BI+BBH o... + BP], respectivamente; 
por eso, si la longitud de este vector resultante es cy, tenemos 


A 
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o sen, 
ss y e <V5. 


Hemos demostrado que la distancia entre cualquier vértice de la 
quebrada de vectores obtenida y el punto fino A, no pasa do Y/5; de 
aquí e que el polígono obtenido está dentro de un círculo de 
radio Y 5. 

C. El problema inicial. a 

SUGERENCIA. Demuéstrese que se puedo tomar Cy igual a Y 21. 
En este caso habrá que aplicar un razonamiento análogo al realizad 
en B, siendo f,, Pa, » » »» Bn las proyecciones de los vectores ay 
+. «, G, sobre el plano perpendicular al vector resultante B,B, 


3. DETERMINACIÓN 
DE LUGARES GEOMÉTRICOS 
POR INDUCCIÓN 
SEGÚN EL NÚMERO 
DE DIMENSIONES 


Ejemplo 37. Hállese el lugar geométrico de los puntos 
del espacio para los cuales es constante (e igual a d”) la suma 
de los cuadrados de sus distancias a » puntos fijos A,, Ay, +... 


vas Apo 
Consideremos sucesivamente los problemas siguientes. 
A. En la recta se toman n puntos A,, Az, .-., Án. 


Determínense los puntos M de la recta para los cuales 
MI4MA+...+ MAL =0P, 


donde d es un número fijo. 

SOLUCION. Consideremos que nuestra recta es el eje 
numérico; sean 2,, %z, . - ., Cn los números Correspondientes 
a los puntos ÁA,, Az, . - -, An y sea x el número correspon- 
diente al punto 4. En este caso, las longitudes de los seg- 
mentos MA,, MAz, - .., MA során iguales a |x— aj], 

x—ag|,..., |x— a, | y, por consiguiente, 


MA MAt+...+MAi= 
=(10 4 (204... +(2 09)? 
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Pero 


(a 4 (2 a +... + (0 an? = 
=0%—2a +0 +2 2a,0 + a1+... + 12—2ani + ah= 
=n2—2(440+... +0) 24 (04034... +ah)= 


EE 
—_ feta + +49? 
n t 


o sea, representando por A el punto correspondiente al 
número 
ayher+ -.. +6p 
A 
MAI+4 MAH... +MA =nMA?+ 
+(d4ajd o. pap) bd 15) 
Por consiguiente, 
... 2 
AMA =P (434. aa) ed 
es decir, 


Ma=Y/ L[P—(+0+.. +0) 42 tad Fa) . 


Si la expresión que figura debajo del radical es positiva, 
esta igualdad determina dos puntos M que satisfacen las 
condiciones del problema (y que están a uno y a otro lado 
del punto A). 

B. Hállese el lugar geométrico de los puntos del plano 
para los cuales es constante (e igual a 4%) la suma de los 
cuadrados de sus distancias a n puntos fijos 4,, Az, » + ., An» 

sOLUCION!). Tomando en el plano un sistema rectangular 
de coordenadas, representemos por Aj, Az, ..., Af y por 
A%, Aj, - - ., 47 las "proyecciones de los puntos Ay, Az, - -- 
+. -» An sobre los ejes zx e y; sean, además, M” y M” las 
proyecciones del punto M sobre los ejes de coordenadas. 


1) Otro modo de resolver este problema ha sido 
abocetado en el problema 22, pág. 77. 
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Entonces 
MAI=M'AP 4 M'AR, 
MA=M'A2 + M'A2, 


MAr=M'AR+M"AZ 


y, por consiguiente, 


MAMA +... +MA, =(M'A2 +4 MA? MAD + 
+ (MAPA MARA... + MA). 
Pero, según la fórmula (15), 
MACS MARA MARS 
=nM'AM+ (atyat+.. pas) (014004. +4p)2 
> » 
MARE MAPA EM AR=NMAM+ 
A 
donde 4y, %a, ..., Gn Y Di, ba, ..., bn son las abscisas 
y ordenadas de los puntos A,, Az, ..., An mientras que 
A" y A” son los puntos de los ejes x e y de coordenadas 


at E y Att Ha. Porlo tanto, 


MAS MAH... +MA =nMA?+ (da. +4) + 
+ (074034... pop) rbd dt 

— Sd 48) 
CA EOS 


(4. es el punto del plano cuyas proyecciones sobre los ejes 
de coordenadas son los puntos A” y A”, de donde 


nMA= BP (pat... añ) — (04h) 
q leiog do Hal, (Odd Ed) 
; > ” 
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y, por consiguiente, 


3 


A= 


Llera. 0h) — (04084 + DR) 
des (aja + 20 +0)? J. 


o sea, el lugar geométrico buscado es una circunferencia 
de radio 


L[a—at+a+.. a) — (04 0h) 
CA il a 0 


si 


(CR NS 
¿> — apro acc)? hd, AY 
= 


consta solamente del punto A si 


(ARA AAA 
d= CA E 0 
” E TES 


y no contienen punto alguno si 
CE E 


a<) (tag ccoo bd ÓN 


n a 


C. El problema inicial. 


SUGERENCIA. Tomando un sistema rectangular de coordenadas 
zx, y, 2 en el espacio, proyectar todos los puntos sobre el plano x0y 
y sobre el eje Oz y emplear después las fórmulas (15) y (16). 
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4. DEFINICIÓN 
POR INDUCCIÓN 
SEGÚN EL NÚMERO 
DE DIMENSIONES 


Ejemplo 38. Definición de las medianas y del baricentro 
del tetraedro. 

A. Se denomina baricentro de un segmento su punto medio. 

B. En el triángulo se denomina mediana el segmento 
que une cualquiera de sus vértices con el baricentro del 
lado opuesto. Es sabido que las medianas del triángulo 


se cortan en un punto; este punto se denomina baricentro 
del triángulo. 

C. Se denomina mediana del tetraedro todo segmento que 
une uno de sus vértices con el baricentro de la cara opuesta. 

Demostremos que las medianas del tetraedro se cortan 
en un punto. 

Consideremos el tetraedro ABCD (fig. 77) y sean O,, Oj, 
Os y Os los baricentros de los triángulos DBC, ACD, ABD 
y ABC. Puesto que las rectas BO, y AO, se cortan en el 
punto medio P del segmento CD, las rectas AO, y BO; 
también se cortarán en un punto 0,3; de la misma forma 
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lás rectas AO, y COz, 40, y DO,, BO; y COz, BO, y DO4, 
CO, y DO, se cortarán en unos puntos Ojy, O,a, Oz9 Dog 
y Osa Demostremos que todos estos puntos coinciden (con 
el punto O de la figura). En efecto, si los puntos Oy, y Oy, 
por ejemplo, no coinciden, las rectas A0,, BO, y COy esta- 
rían en un mismo plano st (el plano 00d; pero enton- 
ces la recta DO, que se corta con 40,, BO, y COj estaría 
en el mismo plano, o sea, los cuatro vértices del tetraedro 
estarían en el mismo plano x. Como esto es falso, los pun- 
tos Oj, y Ojs deben coincidir y con este mismo punto coin- 
cidirán todos los demás puntos O,4, O25 Oz Y Ogar 

El punto de intersección de las medianas del tetraedro 
se denomina baricentro del mismo. 

Problema 43. Demuéstrese que el baricentro divido cada 
mediana del tetraedro en razón 3:1 contando a partir 
del vértice. 

SUGERENCIA. Empléese el hecho de que el Daricentro del trián- 
gulo divide sus medianas en razón 2: 4 (vlase el ejemplo 27). 
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